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Vorbericht des Herausgebers, 



Die französischen Aufsätze , mit welchen diese 
Schrift beginnt, sind mir auf mein Ersuchen 
von ihrem Verfasser, dem Merm Professor Buk* 
.MANN zu Mannheim, zum Einrücken in die 
dritte Sammlung combinatotisch« ana« 
lytischer Abhandlungen zugeschickt ^wor* 
den. Da die Ausfertigimg der Sammlung voritzt 
jucht statt haben koimte, so folgen sie hier, um 
solche dem Publikum nicht länger vorzuenthal» 
ten, da sie schon seit geraumer Zeit in meinen 
Händen sind. . ' 

BÜKMANK's Vorhaben, die combinatorische 
Analysis den Ausländem bekannter zu machen 
und nachdrücklich zu empfehlen, ist den Le* 
sem jener Samnihuigen aus dem Vorberichte zur 
zweyten bereits bekannt. Die umständliche Aus* 
führmig desselben ist einem besondem ' Werke; 
Tratte d^ Analyse fonctionnaire'Combinatoiref vor* 
behalten , welches sein Verfasser nun bald heraus^ 
zugeben gedenkt , und wovon hier vorläufig eine 
«lusführliche Inhaltsanzeige ' mitgetheilt worden 
ist* Diese, sa wie die Axifsätze selbst (sämmt* 
lieh Brucb^tücAe des ebengenanntea ^toi^etxv 
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Werks) zeigen deutlich, was und wieviel man 
sich/ davon zu versprechen habe. 

Bürmann's Empfehlung der combinatbri- 
sehen Methode und ihrer Anwendung auf die 
Analysis ist von bedeutender Wichtigk^t. Die- 
ser vortreffliche Analyst war nämlich anfangs 
ganz dawider eingenommen, und sähe die combi- 
natorischen Darstellungen , in Beziehimg auf die 
Analysis,' für ein, blofses Spiel des Witzes an, 
mit ^welchem sich abzugeben der Mühe nicht 
lohne. Der Rath eines einsichtsvollen vertrau- 
lichen Freundes veranlasste ihn in der Folge zu 
einer scharfen Prüfung; die Sache bestand diese 
Prüfung vollkommen; die Vorurtheile schwan- 
den; die falschen Vorstellungen machten beffem 
Überzeugungen Platz; und r — was den Erfolg 
]^n£r unpartheyischen Untersuchung von allen 
Seiten bestätigte und auf intimer sicherte — 
BünMAKx fand nachher oft Gelegenheit die Me- 
thode, bey seinen Vorlesungen praktisch zu 
prüfen , und ihren Werth und Nutzen durch 
wirkliche Anwendung zu bewähren. Von 
der Zeit an glauhte der bieder« wackere Mann es 
der guten Sache schuldig zu seyitt , zu schnellerer 
Bekanntmachung und weiterer Verbreitung dieses 
neuen Zweiges der Analysis, auch von seiner 
Äeite, vornehmlich durch französischÄ, im Aus- 
lande mehr gelesene , Aufsätze mitzuwirken. 

. Bürmann's innige , jedem Kenner sogleich 
«mleucfatende , Bekanntschaft mit dem Gegen- 
stände ; sein philosophischer Überblick des Gan- 
%9Sky d^e ' bin und wieder von ihm eingestreuten. 
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eben so wahr als shön ausgedrückten Bemerkun- 
gen, gereichen diesen, obschon fragmentari« 
5chen f Aufsätzen » zu vorzuglicher Empfehlung, 
and machen das Lesen und Studiren derselben 
Anziehend und interessant. Die Hauptabsicht 
geht dahin; »»Die Functionen - Analysis 
„mit der combinatorischen zu verschwis« 
„tarn , beyde in die engste Verbindung mit einan« 
„der zu petzen , und dabey eine neue , äufserst 
„leichte, beyderley Functionen aufs deutlichste 
„von einander unterscheidende, Bezeichnung ein- 
„zuführen/' . ]^s wird nicht überflüfsig seyn, 
einige zerstreute , diese verschwistemde Vereini- 
gung betreffende, AeuCserungen zu sammeln, 
und mit BuHMANN's eigenen Worten, in einer 
freyen Übersetzung, hier aufzuführen : 

„Die combinatorische Methode ist 
„eine der wenigen wahrhaft allgemeinen: aus 
„einer geringen Anzahl einfacher Voraussetzun- 
„gen fiiefst ein unerschöpfiioher Reichthum nütz- 
,4icher Folgen. Ihr £influfs auf, die Ana- 
„lysis ist besonders wichtig, und erweitert ihren 
„Wirkungskreis ungemein. Die combinato«» 
„rische Analysis realisirt die Functionahius- 
„driicke auf die möglichst directe Art Ohne 
„ihre Beyhülfe würden die grofsen weitläuftigen 
„Formeln der letztem nicht selten, den unge- 
„heuem ägyptischen Pyramiden gleich, mehr 
„Anspruch auf unsere Bewunderuipg als auf un- 
sere Erkenntliiphkeit machen; phne sie würde 
der Functionalcalcul ein Chaos von Reductio- 
„nen darstellen , die auch xden entsch\os^en&\jsa 
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„herzhaftesten Rechner ermüden würden* ^Die 
„pifFerential - Analysis , die seit länget als einem 
y^Iahrhunderte so viele Wunder gewirkt und her- 
<,vorgebracht hat, führt geschwind zu Haupte 
y^resultiaten , welche die combina torische hinter- 
„her -jÄreiter bearbeitet und entSyickelt. Daher 
i,die Noth wendigheit, beyde innigst mit einander 
„zu vereinigen ; um so mehr , da ihre Trennung 
„der einem wie der andern nachtheilig ist. Nur 
„dadurch, dafs man beyde aufs vollkommenste 
t^mit einander amalgamirt,, kann man den grofsen 
„Methoden die Vollkommenheit geben, deren 
„sie fähig sind. Ohne diese Vereinigung gehen, 
„wie die Erfahrung lehrt, bey den Evolutionen 
„der Functionen in Reihen , tmd den Involutio- 
„nen der Reihen in Functionen , das Gesetz der 
„allgemeinen und die Simplicität der summato- 
„rischen Glieder gewöhnlich verlohren. Die ein- 
„fache Darstellung dieser Glieder von oft sehr 
„verwickelten Reihen, gehört mit zu den Vor- 
.,„zügen dei combinatorischen Analysis» Bey dem 
„directen W^ege, auf welchem sie zum Ziele 
'„gelangt , sind .. ihre Verfahren nicht v/eniger 
„streng und analytisch als die der DifFeren- 
„tialmethode. Zuweilen vervielfältigt sie die 
„Ansichten und Auflöfsungen, und stellt, in 
schwierigen Fällen, mehrere schätzbare Hülfs- 
mittel auf, die dem Geiste, durch das Gefühl 
„seiner Kräfte belebt , den Muth einflöfsen , wei- 
ter zu forsclien. Alles beruht dabey auf 
den arithmographischen, lexikographi- 
..sch en, 5telegra^hischen Anordnungen ; 
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^anf den-^— rein - combina torischen Invo- 
lutionen und Evolutionen. Diese geben 
„die Grundlage zu einer jirithtnetique uiiiverseUe 
^^rdiniale, zu einem Calcul ordinal — charakte- 
i^stische Benennungen , die Bükmatcn der com- 
,,binatorischen Analysis neuerlich l^cygelegt hat; 
„den Zusatz ordinal in der ausgedehntesten Be- 
„deutung des Worts, als Beywort von ordre^ 
j^enommen, — Dadurch erhebt sich die com- 
„binatorische Methode mit ihren Ordnung s- 
,^esetzcn zu dem Range einer independen- 
„ten Wissenschaft, die aber gleichwohl, bey 
„aller Unabhängigkeit von der gewöhnlichen analy- 
„tischen, ihr keineswegs fremd, sondern vielmehr 
Mtecht eigentlich dazu qualificirt ist, die engste 
„Verbindung mit ihr einzugehen^ Alles löst 
„sich zuletzt in eine sprechende combinato- 
„rische Tachygraphie auf, wo das Auge 
„mit einem Überblick das Ganze mit allen seinen 
„Theilen fafst; der Erfolg einer ausdtuckvoUen 
„symbolisch - combinatorischen Zeich- 
„nung, die einem umständlichen verbalen 
„Vortrage allemal weit vorzuziehen ist." 

So viel von Bürmann s Aeusserungen über 
die Vereinigung der Functionen - Analysis mit der 
combinatorischen. Anlangend die von ihm da- 
bey einzuführende neue Bezeichnung, so 
miifs ich mich auf das in meinem Vorberichte 
zur zweiten Sammlung combinatorisch • analyti- 
scher Abhandluno;en und noch ausführlicher hier 
in den /\nnierkimgen zu Bürwiann's JE^sai de 
caraeteristig^Nt combiriatoire darüber Gesagte \>cttt 
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fen. Hier will ich nur so viel eritmem, clafa sc 
BüRMANN für seine Zeichen eine solche Einrich- m 
tung zu treffen geaiucht hat, dafs arithmeti^* :t 
sehe y analytisch^ , combinatorische, :}i 
Ziffern und Zahlen oder Functionen, : 
ohne Zweydeutigkeit und ohne besondere Nach-* io!j 
weisung^, im Calcul unter einander gemischt, ^ 
Reicht und sicher unterschieden , auch allen ana- ^r^ 
ly tischen Operationen unterworfen werden kön- j 
nen, und , so combinatorische Evolutio- 
neui, Reversionen, Interpolationen, u, 
8. w. Differentiationen, Integrationen, 
sich ^ darstellen lass^i« Seine combinatorischen 
Zeichen z. B. sind sehr einfach und blos auf die 
beyden Formen « — i imd [^ mit ihren bestimm^ 
ten Abzieichen für die nöthigen Mpdificationen 
(daa erste für die Sätze, das Äweyte für ihre 
combinatorische Bci^rbeitung) einge- 
9chr^ktn Von diesen Zeichen kommt in den 
Abhandlungen hier nichts vor , weil sie sich mit 
ihren Abzeichen durch gewöhnliche Typen nicht 
darstf^llen üefsen ; aucfii mufa man weht yerges* 
sen, was Büiuüsakk am Schlu98e $eines Poly- 
nome - Combinc^tairc selbst erinnert, dafs das, 
we^s hier im Drucke an ihrer Stelle $teht; , nur ein 
biOphst unvollkommenes Surrogat sey, das sich 
ipit jen^ vi^ vollk0mmnem Zeichen gar nicht 
messen diyf, Inzwischen ist zu rathen , beym 
Lesen' dea Palynome sich anfänglich die Zeichen 
und ihre Bedeutungen , so wie sie nach und nach 
vorkomm^en, auf ein besonderes Blatt aufzu- 
icbreiben , uxn, ne sogleich in der Folge , wo sie 
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wieder er&cheinen^ richtig verstehen' und aüsle* 

gen zu können. Etwas Aehnlichea gilt von den 

combinatorischen Operationen und Involutionent 

die man am besten mit der Feder in der Hand 

verfolgt^ Das aufmerksame Abschreiben und 

Wiederholen einiger gut gewählten Beyspiele, 

sagt Bühm ANN, machen mit den combinatori-» 

sehen ganz einfachen Regeln und Verfahren weit 

schneller vertraut, als wenn man es blos bey 

den verbalen • noch so aufmerksam durchlesenen. 

Vorschriften bewenden läfst« Man wird wohl 

thun y wenn man diese praktische Übung bald in 

Zahlen t bald in - Buchstaben , versucht« Eine 

geringe Au£merksamkeit bey jeiner mehrmaligen 

Handanlegung, wird die Regeln, oft ohne alle 

wörtliche Nach Weisung, die, um bestimmt zu 

56)71, nicht immer kurz seyn können, leicht finden 

lassen. Es ist eine schöne Eigenschaft der com- 

binatorischen Anaily$is, setzt dieser vortrefHche 

Beobachter hinzu , aus blofsen combinatorischen 

Entwürfen und ihrer Anordnung in Tafeln , durch 

blofse anschaulrche Darstellung ihrerOrd-« 

aungsgesetze , sich selbst zu lehren« 

Meine Anmerkungen. zu dem Essai de carao 
teristique comhinatoire sind theils erläuternd, 
theils geben sie weitere Nachweisungen , zuwei- 
len seihst aus Büamann's Briefen« Manches 
daraus kann auch als Nachweisung beym Poly^ 
nome - Cofnbmatoire gebraucht werden , %. B. 
wenn man etwas ausführlicher zu wissen ver- 
langte , was es mit der Involution Lexicographif 
que (Seite p4) Mnit der Involution liberale dir^cH 
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fS. 96) mit der Involution pennutee (S. 99) fiir 
Bewandnis habe ; wo man die ^in meinen Anmer* 
kungen dafür citirten Stellen leicht finden und 
nachschlagen könnte. Bürmann durfte in, die* 
sen Aufsätzen nach seinem Plane nicht anders als 
kurz seyn imd konnte sich daher auf eine detail* 
Jirte Auseinan^ersetzimg solcher combinatori^ 
scher Formen nicht einlassen. Freylich sollten 
diese Anmerkungen , wie der Aufsatz zu dem sie 
gehören, französisch geschrieben seyn. Wenn 
man aber die Schwierigkeiten nicht verkennen 
kann, die jeden Vortrag in einer fremden Sprache 
begleiten , in welcher man sich die gehörige Fer- 
tigkeit , durch lange anhaltende Übung nicht er- 
worben hat: so wird man es gewifs verzeihlich 
finden» dafs es in gegenwärtigem Falle, und bey 
einem solchen Texte, nicht geschehen ist 

So viel, von BÜKMANwr's Aufsätzen und ihren 
Verhalten zu seinem gröfsem Tratte d^ Analyse 
fonctionnaire-combinatoiret der gröfstentheils den 
Reihen und ihrer verbesserten Behandlung ge- 
widmet ist 

Einen ähnlichen Vorsatz, durch Erweite- 
nmg der Theorie der Functionen und des DifFe- 
rentialcalculs die Analysis der Reihen zu vervoll* 
konunnen , insbesondere schwere Untersuchun- 
gen verwickelter Gegenstände zu erleichtem, 
weitläuf tige , nicht selten sehr beschwerliche da- 
bey vorkommende Operationen und Rechnungen 
abzukürzen , und verschiedene Zweia:e der Ana- 
lysis mit einander in nähere Verbindung zu brin- 

hat Arbogast , AI^Ltglied des französischen 
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Nadonalinstituts und Professor der Mathematik 
za Starasburg, ohnlängst ausgeführt. Dabey hat 
er einen eigenen, von allen bisher bekannten 
ganz verschiedenen , Weg eingeschlagen ; wie aus 
seinem neuerlich (1800) zu Strasburg herausgege- 
benen schätzbaren und interessanten Werke : Du 
Calcut des Derivatiojis erhellet. Seine Rechnimss- 
xnethode gründet sich auf die durchgängige Vor* 
aussetzixngy zusammengehörige Gröfsen als von 
einander derivirend zu betrachten; wobey er 
zugleich den Begriff von analytischer Deri- 
vation erweitert und ihn auf jede willkührli- 
chen , von einander ganz unabhängigen , Gröfsen 
a, b, c, d, . . . (dergleichen die Corfficientfen der 
Glieder der Reihen darstellen) und ilire verschie- 
dene Zusammensetzung erstieckt, auch solche 
als veränderlich imd von einander derivi- 
rend angesehen hat, so unabhängig von einan- 
der sie übrigens an sich seyn mögen. 

Wie dabey die Glieder der entwickelten 
Functionen von einander abgeleitet werden; wie 
2. B. bey Evolution der Function 

(wo offenbar das erste Glied z=z:(pa) die Coeffici* 
enten :der, übrigen, in zusammengesetzten 
derivirten Gröfsen (Derivees) von (pa; und 
diese 'wieder in einfache von (p a und zusammen« 
gesetzte von ß , ß^, ß^. . . sich zerlegen > die Icitz- 
tem aber endlich in die ganz einfachen /8 > 7^ $» 
I . . . und ihre Zusammensetzungen sich auAöfsen 
lassen ; «*— dafür will ich das in meinem Aufsatze 
(hier No« Y) darüber Gesagte itstt niohft Vü^dec«^ 



holen. Bürtwann's consecutiv Functiotaen ß^ 
/% ... /■*, sind ungefähr das, was Aabögäst i"% • 
a*% ... n^® Derivirte nennt. 

Die Evolution der Functionen in Reihex^ 
macht die Grundlage des ganzen Werks aus. Der 
Ursprung und die Anwendung der Derivationen, 
zeigt sich hier am deutlichsten; einzelneFormelix 
und Sätze davon finden in der Folge durchgängig 
ihre Anwendung; auch fällt, worinn die combi- 
natorischen und derivativen Verfahren von ein- 
ander verschieden sind, worinn sie mit einander 
übereintreflFen, nirgends so Idar als hier in die Au- 
gen. Ein grofser Theü meiner Abhandlung ist 
daher mit Vergleichung der beyderley Methoden 
beschäftigt. Die dabey vorkommenden deriva- 
tiven Zeichen habe ich erklärt, die combi-^ 
natorischen aber als bekannt vorausgesetzt, 
um so mehr , da selbige schon vorher von JBür- 
MANN , in seinen Noten zu seinem Polynoine-^ 
Cornhinatoire aufgeführt und mit den seinigeu 
verglichen worden sind. 

Der Derivationscalcul als allgemeine, 
die Theorie der Functionen (mit welcher er in 
der innigsten Verbindung steht) so wie die Gränzen 
der Differentialrechnung (deren er sich als Instru* 
ment bedient) erweiternde Methode, istvortreflF- 
lich und vielumfassend; die Anwendung dieses 
Calculs auf mehrere interessante und schwierige 
Untersuchungen, seine Erstreckung auf Func- 
tionen zusammengesetzter Folynomiedü ist wich- 

»-* AJDto^ ^pialifiaatt^ da» Werk zu^ einem 
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0i5tlicheii Studium jedes Analysten i dem die Er«* 
feiterung seiner Wissenschaft am Herzen liegt. 
Wenii aber der scharfsinnige, gelehrte und 
belesene Verfasser desselben, neben dem Lobe« 
das er der comhinatorisch- analytischen Methode 
in der Vorrede ertheüt , nicht undeutlich zu y er« 
stehen giebt, er habe durch den Derivationscal* 
cul die combinatorische Analysis entbehrlich ge- 
macht ; wie aus den Worten folgender Stellen — 
Lss qiumtites poIynomiaUs peuvent aussi sc fortner 
por les comb inais ans, quoique dune fagon 
xxoins facile-ct moins analytique, quepar 
Us Derivaticns {Ctdc. des Der. p. 4% no. 53) — - 
leiiai fait aucun usage des comhinaisons — 
^ci, suivi mes propres idees — les principes quejetn^ 
ifkk saut plus etendus — les proeedes que je 
dmnesont plus analytiquesy n. s. w. bis zu 
den Worten pour former les groupes des quantites 
fdynomicdes {Pref p. V. VI) — deutlich hervor-, 
geht: so ist das eine stillschweigende Behaup- 

Itong , welcher ich laut widersprechen mufs. Der 
Derivatumscalcul hebt den wichtigen nützlichen 
Gebraut der combinatorischen Methode in der 
Analysis so wenig auf, daids er ihn vielmehr nach* 
drücklichBt bestätiget 

Wenb man » um ein sehr einleuchtendes Bey^ 
^iel 2U geben , das Aabogastischb Evolutions- . 
ver&ihren Schritt ftir Schritt verfolgt^ so geht 
im Ende folgendes B^sultat unwidersprechlich 
krvor: 

y^Der Derivationscalcul fiihrt anfänglich za 
»besobiwarliGltfaQ gontinniirli<di«a. I}aSereaa.saationttiw 



„lind Rediicdonenj wie' die Formeln [4| 
„Der. no. 5. 7 und 30, 21] mit ihren i 
„geil [no.i2, 14, 16] zeigen, undAaa 
„[no . 1 9] selbst gesteht Statt dieser \ 
„Folge zwar leichte , dennoch aber in 1 
„tigkeit führende Substitutionen in i 
,^ien (durch succesaive Entwickelung 1 
„virten von ß'" zu Derivirten von -j 
„Potenzen , dieser wieder zu Derivirten 4 
,,und deren Potenzen, u, 3. f. bis der delj 
„Charakter d aus allen Gliedern versch« 
„ist) gebraucht [no. 22, ay und p. 30, at]J 
„stitutionen, deren sich der Conferenzra« 
„TENS bereits bedient hat (hier S. 35c-235)J 
„Derivationen lösen sich zuletzt in ganz | 
„und einfache combinatorische Opd 
„nen und Involutionen auf; dahin 1 
y,Regles [no. 30, 36, 43, 47] gehören, 
„nen vollkommen reducirte gu 
„nete Complexionen , in eben derFolgel 
„ander, wie beymir, hervorgehen [diti i^ 
„panens reduits, p. 21]). Die anal)j 
„Derivationen führen also hier (uj 
„auch bey'den Producten der Rij 
„andern Fallen), ganz unerwart 
„bina torische Anordnungen | 
„ren. 'Diese'; sind also unentbehrlicl 
, „anders "die endlichen Resultate miB 
„Leichtigkeit herbeyführen. Merkwüi ' 
„übrigens , dafs man auf sie geleitet wii 
^,man die Schwierigkeiten , welche die . 
f,v&\ AusdrÜdw und Vofahren bey ilen ^ 
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jfolyjioiniales in den Weg legen, zu heben sucht, 
,.un4 indem nian, was diese noch eingewickelt 
ncnthalten , nach und nach entwickelt." 

IDas Verjfahren [no. 21] zeigt die Abhängig- 
ludt der dortigen Evolutionsformel von dem po- 
knomischen Lehrsätze. Nachdem jiun für. die 
Glieder dieses Satzes die derivativen oder meine 
combinatorischen Ausdrücke gebrauclit werden, 
nachdem ist auch jene Formel im -usdrucke ver- 
schieden. Begreiflich hat Aubogast schic deri- 
vadven Functionen substituiit; aber.lioffentlich 
■wird man keinlen Augenblick anstehen, die ge- 
schmeidigere combinatorische Formel \lnex S, 203) 
im Gebrauche vorzuziehen. 

Die combinatorischen Operationen und "n- 
1 voktionen sind überdies, wie olme Schwierig- 
! ifiit von -selbst einleuchtet, wahre Deriva- 
j tionen, im strengsten Sinne des Worts, die, wio 
die analytischen, von einem bestimmten An- 
fange {Origirie) ausgehen; aber Derivatio- 
nen der einfachsten Art. Wenn man näm- 
lich in einem an^ytischen Ausdrucke oder Satze 
alles entwickelt, auflöfst^ und vereinfacht, was 
sich entwickeln, auflösen und vereinfachen Lifst ; 
£0 verfällt man -zuletzt nicht selten auf eanz 
simple, gewöhnlich combinatorische , / nordnun- 
gen und Derivatipnen; und das um so leichter 
und zuverlässiger, wenn man etwa zufälliger-^ 
weise eine ^r (hier, S. i89f 190, Note o er- 
wähnten, dahin führenden, Zeiclmungen, 
besonders die bezifferte, gebraucht hätte, 
deren sich vo^lw^gst mehr^r^ A;aalysten bcditn^t 
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haben , ohne den Übergang 2u kennen , oder äuch:=: 
nur ^u aknden y der von hier aus ii;! die combi-^ 
natorischen Anordnungen offen 'steht,, 
WasTrof. Pfaff (Arck der Math. H/VIL ^ 
S. 848) von dem Hktr-nscken Substitutiönsver* = " 
fahren sagt^ es involvire etwaä^ den beymi, 
CoJnbiniren erforderlichen Operationen Ahn- .j 
liches, das erst noch weiter evolvirt werden .^ 
müsse; das wird durch die an^alytischen De- ,, 
rivationeil vollkommen bestätiget. ' Das letzte ^ 
Resultat derselben- (die Developpernens reduits) ,. 
sind combinatorische Derivationeii in aller For;ta, 
Auf diese geräth die derivative Methode nur all- i 
mälig und auf Umwegen; die combinätori- r^ 
sphe bemächtigt sich ihrer auf dem kürz es Iren 
ga^z directen Wege. 

So weit auch Arbogast das Gebiet seiner 
. Dcriyationen erstreckt und ausgedehnt ^ und sich 
dadurch ein gegründetes K^cht auf den Dank aller - 
Aiialysten erworben hat : so ^^ird es doch immer, 
wie bey den , iH meiner Abhandlung in Betrach- 
tung gezogenen ^ so auch in andern Fällen , Be- 
dürfixifs bleiben , für die analytischen, verwickel- 
ten Derivationen, die correspondirenden combi- 
natprischen leichtem aufzusuchen und in For- 
meln darzustellen, deren lichtvolle symbolische 
Zeichnung aUemal mehr. Deutlichkeit haben wird, 
als die verbalen Vorträge der Regeln für jene 
nicht haben können. Wie die Differentialanaly- 
sis, nach Büriwanns obiger Bemerkung, zu 
Hauptresultaten führt, welche die cpmbinatori- 
$che nachher weiter bearbeitet iind i^twickelt; 
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10 auch der Derivationscalcul , eine erweiterte 
inwendimg der DifFerentialrechnung. Die ana- 
lytischen Derivationen si?id, wie die Verblei- 
chung zeigt, combinatorischer Art i^Cofnbinaisons 
latentes). Aabogast hat nänilich in seinem deri-- 
yativen Verfahren , ohne vielleicht daran zu den- 
ken , eine vielbefaflende , auf den Differentialc^l- 
cul eearündete ; und dadurch mit der Theorie der 
Functionen zusammenhängende, Co]\3bi^\a ror.iK 
aufgestellt; Vortrefflich zeigt <^iese den Weg, auf 
welchem man' die Untersuchungen einleiten und 
au Endresultaten gelangen Kann. Aber auf jenem 
durch labyrintlüsche Gänge oft so sehr verfloch- 
tenen Wege, bey diesen nicht selten äufserst 
verwickelten Resultaten, werden, um jenen zu 
verfolgen und diese zu realisiren , c o m b in a t o* 
Tische Wegweiser und Vermlittler der 
einfachsten Art, wenn man sie haben kann» 
tlieils als siclieres Geleite zu beflcrm Fortkommen, 
theils als erwünschte Abkürzung und Verein- 
fiichuTigf allemal von gröfstem Nutzen seyn. 

Wenti nun aber die Derivationsmethode der 
Beyhülfeder combina torischen, ohne Unbequem- 
lichheit , nicht entbehren kann ; wenn selbst letz- 
tere die geschwindere Übersicht der erstem un- 
gemein befördert , und zu deutlicherer Einsicht in 
ihre Verfahren verhilft , wie jeder zugeben wird, 
den die Erfahrung darüber belehrt hat; so ist 
klar, was ich oben behauptet habe: „dafs der 
„Derivationscalcul die combina torische Analysis, 
„mit ihren Involutionen und Evolutionen, so we- 
„nig entbehrlich macht, dafs fr vielmehr ihien. 
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„herrlichen Nutzen aufs neue kräftigst bestätigt/* 
Den EinfluTs der, in ihren Gründen so. einfachen, 
in ihrer Anwendung so leichten , Combinations* 
lehre auf die Analysis wieder auf lieben; die be- 
reits getroffene so wohlthätige innige Vereini- 
gung bevder, nach • welcher jene dieser, von 
ihren ersten Anfängen an bis in die gröfsten Ver- 
wickelungen hinein , schwesterlich zur Seite gfeht^ 
und ihr. hülfreich die Hand bietet — diesen Ein- 
flufs wieder aufheben , diese Vereinigune^ wieder 
trennen wollen. — das hiefse, eine der lautersten, 
fjrgJebigsten Hülfsquellen für die /nalysis vor- 
setzlich verstopfen , und in sehr vielen Fällen den 
kürzesten,' nur allein durch directe combinato- 
rische Verfahren {Cöinbinaisons manifestes) zn^, 
gänglichen Weg sich verschliefsen. 

Nicht also die Trennung der combinatori- 
sclien Methode von der differentiellen und deri- 
vativen, sondern vielmehr ihre möglichst genaue 
und innige Vereinigung , kann der Analysis-wahr- 
haft nützlich seyn und ihre Gränzen erweitem. 
Diese Vereinigung beabsichtigt Bürmanns Tratte 
d Analyse fohctionnaire ' combihßtöire ^ iiach der 
ausdrücklichen Erklärung die dieser scharfsin- 
nige Analyst gleich zu Anfange seines Developpe" 
ment gener al aux Fonctiom arbitraires (hier No. II) 
darüber gegeben hat.' 

• • ■ 
Leipzig im April 1803. 



Carl Friedrich Hindenburg. 
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viel opuf cQle a ponr bnt de rendre la commtiiiiaitioii 

im iik§ plus rapide et plus g^n^rale, S' il prodnit ten« 

leueDt dea recherches dana nne partie atsez neave en- 

ora, TAtC de la Notation, je ne regretterai paa lea 

meeif qua j' ai employeea ä dei pagea. 

Le titre qne ]*ai adopte est celaique Lkibnitz ') 
donnait k un algebre de raiaonnement dont il parla ton« 
janii et ne pnbiia nen. Ma Caracterlstiqae, moins 
kaadna eu pbn qne celle de cet homme illaatre, n*a 
yoint la xn^taphytiqne pour base: rnait comme ecritnre 
JBm^diate dea adencea dn g^omötre et da grammairien 
fhilolbphe 9 eile. est anssi nne langne universelle , oa 
nioeptible de le deveuir. Elle se distingae de la Pasi- 
pKpbim parisienne par son ^conomie matb^matique non 
aoina qtte par aa briövet^« 
See £l£inens graphiquea sont « -— | /^ ( ) «^ ^^ 






i) Les Notes da Text« te txoavent amatsees separemeiu 

«Nxo. ly. 
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Rendre aaillantct let nombreases partiei de la Ca- 
racteriatique aana qu'ellee cesfient de faire nn tont conte- 
nu » asaigner a chaqae chof e un aigne aimple aaaa tom« 
ber dana la Tep^tition, embraaaeir- lea bösoina preaeiid et 
fotnra , ne paa aacriüer 1* ^legance dea formea a lenr Ue»^ 
öXiii pratique; cea pointa de mire ai difF^rena ont reiif 
dn. ma carriere trop diflicile ponr qne je n'y äl pae 
tirebuch^. Ten invoqae 1' indolgenoe dea conpaiaaeme 
aur dea imperfectiona in^vitablea peat-^tre poar de plui 
habiles que moi, et je lea prie de ne jnger qa'uti Eaaai» 

Oserai- je cqoipter ^en^ralement aur une lecture at- 
tentiye? Je ne 1' kapere paa de cenxqni ne parcourent 
lea livrea que poni; W r^lever lea endroita faiblea et qui 
croyeut mieax meiittv da public en ae moquänt d» 
tout projet ntila qu*en contribuant ä aon execution* 
La m^illenre maniere de critiqoer ici et partout eat d^ 
foarnir dea aisölinrariona et de propoaer de^ vnca nou- 
yeÜea: Celle*' la aeule obtient la reconnaUsance de la po- 
ateriiö'^^ai enaevelit dana Toobli öu le n.£pria lea cen«- 
aurea at^rilea et leura autenra, 

FoNTXN£LL£. dlt au aujet de la Garact^riatique im 
Leibnitz qu'outre l'art de la tronver, U eiit encortf 
fallu le pfaa dlfficiJe de la faire recevoir, lea hommea n^ 
a'accordant qu'a n'ei^tendre poInt leura iot^reta com«- 
muiia« Cea obatadea aont' granda maia T cxi^tence dm 
rArlthm^tique, deTAlgebre^ de la Muaique et de l'^cii- 
ture chinoiae pronve qn' ila ne aont paa invinciblea« 
J'y app.elle leä e£Forta dea jennea aavana dont l^-courag^ 
ne fixe que le terme et dont l'eaprit n'eat paa encortf 
courb^ soua le jong de Thabitude. Dana Tage mtir, \m 
le aeua trop par naoi - mäme » ce qu'on aait eat toujour^ 
pr^t'^rable a ce qa'il fant apprendre» fiit-il aa fond ctnC 
foia plna aia^. 
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TABLE -pJ25 M^ATIZ'RES 
Premier e Partie 
en imprasioii avec denk planche«. 
?!RÖLEGOME'NES D E CARACTE'RISTIQUE. 

Seaion« Sar les chiifres» ^critare de rArithmedqne« 
( — Siur lee uotea » dcritare de h Maeique. 
>t — Snr TÄlgebre » ^critnre de rAnaljie mjitfaö- 

maüqne. 
>K — Snr lea figuret da la Geometrie et de In 

M^chanique« 
M .. Sai la Scieoce dea CombinaiaOns appliqii^e 

anx malh£matiqiiei* ^). 
jK — Sur la meme appliqaee tax antrea adences 

par 'l'Id^ographie. 
■• -« Snr lea caracterea plus ov moins arbilrai«* 
' rea de la Gtographie» de TAatioiiomief 

et de la Chymie , aiir ceux de la Tao- 

tiqne et de la Danse , aar le til^grapha 

et les aignanx en g^n^raL 



S e e onde Partie 
tonte gravee. 
WOTATION COMBINATOIRE.^ 

r 

^ Section. Princiyea g^n^ranx d'ÄlgSbre, ^ 

t — Application aux Diff^rences directe 3 et in« 

veraes« 
M ..» Application anx Differencea nnlle^ on di£* 

F^rentielles» 
» J-. Application anx Integrales .diff^rentiellee 

de tona les ordres» simples et partielles. 
>• *«• AwiicatipnanxSomnuitionsconverdionellef« 



« * • 

4 ^uRHAir<t Essai ds 

/ 

6»^« Sectiom AppUcstion aiix Iqnations fonctlonnalrei 
^me .««I Application aax formales de Mechaniqv 

en sigoes permanens, 
ßmt m^ , . Flan gönöral d'nne Ideographie univ^ 

seile i > m^diatisment et k 

patlable. 



Troisihme Partie 
en Impression avec glusiears planches« | 

M & L A N G E S « 



"^ 



^d« «a^ 



Sn« 



t^ Sectlon* Resolution nmcerique ^präticable) d 

eqnations de tonte esp^ce. 

'I 

Remarque sUr les parties pr^cedentes '' 

additions. •' 

' * * ■■(> 

Ikistraction ponr graTer bientöt recritä.' 

ä Tean forte» seut-moyen de perfectkr 

ner *la Caract^ristique combinatoire. ^ 

Planche s« Fignres Combinatoires et antres« Modjt^' 

des instmmens et apparanx du grayenr^ 
Teau forte* Modules droits et renverC 
d'^critnre anglo • francaise et d* allemand 
tant conrante qne gothique , etc« i 
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Caracte'ristiqde Combi NATO IRK. 5 

A; PREMIERE PARTIE 
Section cinqui^me. 

^ kr la^ Science' Combinatoire appliquee aux mathimm' 
tiques et rSduite en reglea techrdques au moym 
de V Analyse Combinatoire. 



at 



Qaoiqaela G^omtole, PAnaljie et la M^chtniqne ay«nt, 

fai li contempiatioa de hiT^rif^, üne beant^ intrin* 

leque qni «n reiu! I* £tade recommandabl« independaai- 

feeot de lear ntUitö pratiqae , il d' en est paa moina vrai 

^cadernier bat doit hre celui de tont g^ometre api- 

calaiflVy Lea inath^fii'atiqoea aont »saes 

ITjac^ea» maia non leara applicationa» diaait 

phUoaophe spiritnel da dernier aiecle. Sa remarqne 

juite acela prea que lea afplicationademeareront ton- 

terniea tant qne lea nr^thodes ne aeront point pir- 

'fifameot g^n^ralea et leura ^nonc^s dea formea simplee 

ft pailantea» Cette r^duction analytico-caract^r^stiqao 

seale conrertir en reglea techniqnea i'art d'inyen- 

, et icettre poar ainai dire t le genie a la portee de 

niDltitode. 

A meaare que le g^ometre phyeicien attaque at% 

fioblemea plna iiuportans « la complication dea d^velop 

feicens aogmenta davantage » au point aouvent de ren- 

Are la aolution finale impoasible. Fonr Rinder cet öb- 

Made invincible directement, la aagacit^ mathömatiqne 

itncceaaivemeat invent^ direra modea abbi^vi^toirea : tel 

en gros le calcnl diff^rentiel et en particnlier la no« 

pinf ou moina f^conde de certaines fonctiona con- 

ricatives* Maia oaona ledire» cette tachygraphie algd- 

e ne devient universeliement ntile qn* a V aide de 

IWyae Combinatoire qni rfaüse de la maniere la ploa 

fiiacte }ea £aonc£3 fonctionnaiiea. Sana eile les grandea 
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fonni^ef tont trop soavent dans le caa des pTramidci 
£^7ptienne9» des moDamens prodigieux qai ont ploc 
de droit a P admiration qn'a la reconnaissance« 

Si an art dato de aea premiera esaais» TAnalji^ 
Combinatoire eit andenne : ii , comme II est plus nt 
tnreF» oo fixe con origine a repoqne ou eile a comueDfe: 
de devenir im Systeme» on ne pent pas remonter plc- 
baut qa'a Leibnitz» Ce g£nie transcendanty a q^, 
pons devCDS tant de grandes yues» tenta le premli 
d'en faire une science et m^me mie tdence nniveTsella 
^Fonr avoir trop ^tenda aon plan, le philosophe all^ 
mand occnp^ d aillears d'ane fonle d'aatres objets» Qe I- 
que peu do'progrea dans sa Combinatoirtf et ne vit rodofi 
qu*nn abyme dans une de ses principales op^ratioa^ 
la d^eonnposition d* an nombre en tontes ses paftiee %^ 
tieres. . ^) II defricha le cbamp et c' est beaacoap. 13 
henreases idee9 qa'ii s^näa fructüiefent sous de g6o|iiL 
tres ploB mod6res. Bernoulli, Moivre » Bo6cdwiG| 
etc. debronillerent le cahos et l'abyme disparal» MjL 
personne ft*a äatant m^rit^ ici que le Profeesear Hii 
DEKisouRG ä Leipsic: en couvertissaat les proced^s am 
blnatoires en reg^Ies techniques aüssi precises et tnMl 
plas faciles qae cclle de rarithm^uque vulgaire« en k, 
.illastrant par de nombreuses applicatlons , et en Format 
nne qaantire de discfples distingu^Sy ce profond geonaa 
tre doit etre regard^ comme le vrai pere de TAnaljl^ 
Combinatoire, 

En glanant aar ses pas je n*ai gn^ve tronv^ qotf: 
forme a perfectionner» oa poar mieax dire, a tnid 
en faveur de ceox qui n*ont point Tasage des l 
allemandes aaxqaelies necessiterent la multitade des 
mens et 1* Impression commane, Ma notation nou 
m .soas ce rapport an moins T approbatioi^ de Hiii04|| 
bouro lul ' meme. Voyez sa Zweite Sammli|4i 
combinatprisch - analytischer Abliaadljli 
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geo» Leiptic, 1800, ') Öoipme la mani^re dont je tiiia 
renn a ce traTail peut intereseer la sdence en montrant 
combien 11 fant ^tre aar aes gardee loraqn*on jage dea 
B^ihodes qn' OQ ne conoait qa'ixnparfaitement, je me 
penneitnii qnelqiie d^UiK 

. Ainsi qne beaucoap de geometrea j'eAa longtenia 
pouT TAnalyae CombinatorTe aüemande une averaion qni 
dla jvaqu'a n'en voaloir lire ancun onvr^ge. ^) Sat 
le comM, d' nn aaTani ami je me familiariaai enfio avec 
tUe et Tia a-ma aarprlae qae j'avaia en fort de la m^ 
piter maa Ii foi d' autrai. Ponr reparer ma Ernte et 
gaerir d*antrea de la meme pievention, je reeolua d'e- 
am des El^mens Combinatoirea firani^aia. ') Je 
Uli ■a'oiivrie ä ce'anjet il 7 a qaelquea anneea an Profeasear 
ff| Hm DE N B o u R o qui a' empreaaa avec une complaiaanca 
viaiment mre de m'aider de $9$ Inmierea. Dana une 
oonneipoiidance aniyie qne nooa eftmea cnaemble il mo 
doniu dea renaeignemena precieux aar sa methode et 
tor Jet meiUeara ouvngea combinatoirea » et il 7 joignit 
iipolitease de ib'en enyo7er nne grande partiei il fit 
flna, il me redressa amicalement plaaieara nj^priaea, et 
c'aita aa jadideuse censare qve jedoia des progrea qae je 
fva avoir £aiu dana la Sdence dee .Conabinaiaona» dont 
cette Caracteristiqne n' eat pas le aenl reaaltat. Je me 
flai« a iai en exprimer id ma reconnaiaaance publique* 
Mon illustre correspondant ne go&u paa tout de 
laite mon projet d' nne noution sana leltrea allemandea 
pea connuea, it V avia de pluaienta savaoa respeo* 

lies, en France et dana tout le midi de l'Europe. 

lae en Angleterre et en Batavie , l'Alphabet gothique 

lack Letter) confinS aux estampea et k quelquea 

de r£ligion» differe aasez de i'imprimc allemaad 

^pBJt qne oelai d n'y aoit paa d' une lecture zU6e. Uue 

ifamapectioii nececaaire dana les correapondances dea 

feaa delctuea m'a7ani empechß dedonner ä mearaiaona 
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tont le polds que f aartii pft » je ne m' ^tonnc ancn 

ment qa* elles n' ayent pas conTiinca Hindenboui 

Encoro dana Id U^re cite 11 parait donter ä aon desa^ 

tage qtie la noution n*ait empöche son elegante ixiöth 

d'£tre etadiee des etrangers autant qa'elle ie merite 

il cite contre moi le grand Eulbr ®) dont les onvri 

daasiqaes pleias de iettres allemandes doivent les a^ 

rendues familieres anx geometres meridlonnanx* IN 

0D admettant, ce qoi est beaucoup, cette atippositioi: 

ender, la simple lectnre n'aura pas appris a tracer 

oaract^res trfes difficifes par les boats brises des minm 

les et \eß omeraens sinueux des majoscules qa' un f 

^is OQ un Italien ne sait point distingner de la le 

proprement dite. £xce])'£ les maitres ecriTains les i 

mands enx m^mes ne savent paa ex^cuter ce type d' 

pression dit Fractur: s'ils 7 anpplöent par une n 

coanmte commode 9 les Etrangers» privea de cette 

aource, n*ont qne la trea precaire de se creer de sij 

partlcaliers. Or je sais par experience combien cette 

ficulte degofite»'et c'est poar la lever en g^neral 

j* ai entrepris cette Carict^ristiqne Gombinatoire doc 

bat, on da moins le Toea» 'est d'oniversaliser les 

noissancea europeennes en fadlitant lear commanica 

Immediace. 

La gtierre et des circonstancea qiiin'intdressent 
moi seal» ont interrompu ma correspondance avec 
DENBouRo et m'ont fait remettre ä.des tems plas '. 
tenx poar les seiences la poblication da Tr ait e d*A 
lyae Gombinatoire poar leqtiel j'ai travaille 
materianx. >Ie me Jbome ici a essayer ie gont da 
Mic mathematiden par des el^mens proportionnea 
antres parties de ma Caracteristiqae et auffisans p 
tant poar familiariser avec la metfaode: ils cootienner 

1* La combinaison arithmetiqne des series 
^elle conatrait poar un probUme qaelconque de i 
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C aracte'ristique Coubinatoire. 9 

e-liippemeiit 1« Norme da tenne - general p c'eat ä diro 
€. If faionce tachygraphiqae des regles combinatoireB fonda* 
Vf Mntales dont le resnltat exprime le terme general dan« 
M« kl •implicite poseible* 

2. La ddnnonttratioa conite et rigourenfle de« 
leglet combinatoirea fondameDtaleSt avec des applfca« 
Ima choiaies qa*il aaflBt de copier quelqaea foia pont 
irab la rontine de cea rej^lea« 

S. Le Volynome Combinatölre CPoIynomial* 
|iats) '^) ce anperbe theor^me, da a Hindenbourg» 
M comme l'a ites bien remarqu6 le aavant ProFeasear 
b.cG£L, ane eapece d' obaervatoire d'ou le calcnla- 
IMK auit 9 aa loin^ aans jamaia lä perdre« la loi dea dev^ 
bppflmens et renveloppemena. 
i-l 4. IiiTolutions lexicographiqaes appliqaees anx Re* 
□I Mmra dea series , aa logarithme natnrel de T infinitinome 
ctaa nombre dont rinfinitinome eet le logarithme; de- 
tnabation mediate et immediate du terme general 
iTiuia aaiie recurrente donnec* 

5. Application a quelques uns de noa enonces di& 
ierentiels , etc. 

6. ( Dana k troiaieme partie de cctte Caracteriati- 
fae) Notice de travaux combinatoirea de Hindenbouro^ 

EaCHENBACH, RoTHE, BuRCKHARD , pRABBEy KrAHP» 

dea fr&rea Pfaff, etc.» etc. ''). Table conoparative 
dea aignea combinatoirea allemana et des mlena, '^) en 
In^eor de^ceux qm aaront appris TAnaljse Gombinatoira 
dana ma notation. Qnand on est an fait da fond , on 
Paat bientöt de chaque nouvelle forme, 

J'ai oxpoaelea raiaona qai ip'ont empeche d*admettre 
las lettna allemandea: ellea n'aaraient d'ailleara oa» 
lionTer place dana nne Caracteristiqae aana lettrea pro. 
prement dites. Mala tout en m'ecartant de la notatioia 
de HINDENB0URo^, jelni dois Teloge qn'elle est'ce qn'on 
aanrait conatroira de plna methodiqno avec lea alphabete« 
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Le$ avantuges de Ia mienne derivent absolnment do bi 
plcine liber^e qiie f ai «ue en fait de sigaes , moyen- 
nant qnoi j*ai p& rendrc lea termes generaux combiom« 
toirea avec plaa d'unite etMnienx lea dislingncr des 
fonciiona analjtiq^es ordinaires avec lea quelles on peut 
lea n)£!er eana eqnivoqne. ^^) Deux aymbolea» r— i 
poiir lea enonces e' [ poar lea reglea comb' '«-j toirea^ 
remplaceut a Taide den chi£Frea algebriqnea VX A et da 
quelquea modificationa localfa, lea dix alphabeta de Im 
noiaiioD allemaude. '^) Par nne euite de mea prihd- 
pea caracteriatiquea la lerminologie a eaaaye la m&ma 

. fedaction. 

Malgr^ ceito almpliiication je aaia loin de croire qne 
ma noution abollra eon modele, m^me dana la auppo* 
eition qa'nn edireur en fit cxecater dea typea mobilea» 
D^na Tempire des lettrea lea re^irolationa fönt rarea et 
•nrtoat lentea en mattere do f rme* Lea plaa manvaiaw 
Orthographea , par exemple Tanglaife et la franc^aiae, ont 

^ reaiate a loua lea projeia par lenr aeule force dMnerde» 
c^esi a dire parce qa'on y eaC nue foia accomüme. A 
plna forte raiaon iin ayst^rne aavamraent regulier eiv 
types exiatana. ae aontieodra - t - il dana lea paya ou il 
eat re^a. Totit ce qui ponrra arriver aera que ma hq- 
ftation Bubsiate a coie de railemande, '') ai tant est 
qn'on 1 adopte. Le x de Nkwton n'a nulle part de« 
posaede le dx de Leibnitz moina elegant pent • etre» 
Sl en Angleterre, ou le patriotiame a'etend trop aonvent 
joaqa'aux aciencea, on prefere le symbole Newtonien^ 
la France, ricalie» TEspagne, TAlIemagne et le Nord 
80 aont declares ponr Lkibnitz, lenr maitre commim 
im calcul difiPerentiel. £n Batavie ou lea muaea aont 
ooatuopolttea comme le commerce , 1* nne et V ancre no* 
tation aoDten naage et on a^en tronve bien. Ji eat 
bon pent-dtfe anjoad*hai de differer, pent-^tre nime 
ÜB diapntof ear cea acceaaoirea: a'entend demaniere que 



In 

it 

le 



Caxactx'ristique Combinatoirjb. li 

Itik public en retire de rntilite et que let partiaa ne cor- 
frl Int point de rurbanite philantropiqne , qui doit carao- 
feruer lee lettrea. Sont ce point de vae ma Dotation 
(oam anasi en AUemagne propagcr le göüt de TAne- 
ifte Combinatoirei On comparera , on acmtera , et lee 
BOUTelfee ideea qni en resalteront» tonmeront an pro- 
Et de la science et ä 1' honneur dea inventenra. Fungar 
vke Cutis» 

Mee formea combinatoires etant , corame mes fot* 
MH algebriqnea ordlnairea , tontea en lignea droites ae- 
«ablees aona lea anglea lea plna simples» elles exigent 
dam^me pei^ de dexterite manneile, et lenr constmo- 
tiou aeverement metbodlque qui les rapproche des fon- 
c&Mu commnnes sans qu* on puisae januis les confoodre 
u\ ifscdlee, n* oblige a aucnn effort de memoire et d'at- 
t| leodon. C^est pour soulager encore plus ceilea • d que 
i| f ü abandonne lea nombreuaes denominations de Leib- 
unset de Bernoulli. '^)« Les amateurs d' ernditioii 
ponrant Teconrir aux sources » n' ont paa a s* en pleindre 
sr le§ GonEinien9ine m^en sauront certainement gre. 
Dana Tetendne actuelle de TAnalyse et dea sciencea en 
general, on ne peut trop reduire ponr eux.^ An'reste je 
i'ai conatamment snbstitne que des mots plus inteliigi- 
Uea immediatement et fai soignensement evite d*en 
employer ancun dans un sena different de mes prede« 
ceaaevra* Arec cette precaution il n'y a paa de con- 
fiüion ä onündre. Je passe a dea considentions moine 

iterilea« 

L'AnalyaeCombinatoirene s'exerce que snrles dere-' 
loppemens. C*est a dire sur les s^ries : mala le domalne 
de celtfi-d est bien plus etendn qn^U ne parait au pre-. 
viier abord et presque tout s' j rapporte. £xcepte qneU 
quea fractions simples , les autrea ne a' empldyent qn* en 
ÄeTeloppeni^ent. II y a plus, en Arithmetique mdmo 
tout est Serie. Les nombrea entiers aont def eeries' ok^ 
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donneet telon las pniseances de dix» '^) nne fractiott 
«t nne eerie pareille d' nne partie de Tunite. Lee : 
reglea arithmetiqaee fcmdamentalea n'etaot que la nur % 
meration consideree aoui diveraea facea» ne aont donc % 
qne Tart de troavcr le aeriea decimalea cntierea ou frac* g 
tionnairea quireaultent de compositiona et de decompoai« j 
tiona preecritea de aeriea de m£ine eapice. ^ 

L^Analy&e algehrtqae eat la logiqne qui conclnt lee ^ 
proced^a proprea a J^tenniner nne quantite aa moyen , 
d*antre9, li^es par certainea conditiona. En Ariihmeti- .^ 
que cea procedea aont Paddition« la eonalraction et leare ^ 
vepetea; en Geometiie ce aont dea lignea; dea aurfaceat ^ 
dea aolidea ä conatriiire; en Mechaniqne il 7 entre de ^ 
plna le tema» le monvement et aea cons^qaencea. Lea ^ 
antrea aciences raathdmatiqnea ne aont que dea appMoa- ^ 
tiona de Celle -lä: l'Analyae eit le guide de toutea et ; 
TAlgebre eat leur Venture commune. Quelques Tyrabolee , 
qu'rnempL'yepourla Norme dea operationa techniquea 
^ui reaolvent le probtörne, chifFrea , lectriea, fignrea reel* 
lea ou de Convention, cette norme aera dana notr« 
cena toujonrs de fAlgebre: '^) mala une t-ichygraphie 
oombinatoire dont l*oeil aaieit ä la foiff toutea lea pu^ 
tiea, eat bien pref^rable ä nn long enonc^ en langas 
Tnlgaire qui n' est puurtant jamaia que de 1' algebre tra- 
dttiie. Je remarque en paasant que d* apres cet edairciB- 
eement la langue batave a aenle nn nom convenabte 
ponr algebre ou plAtöt ponr Analyse: Stellkonat^ 
Tairt de construire la norme de r^solntion. L' eapagnol 
Algebra« deriv^ de Tarabe et aignifiant, fraction; 
i'italien Coaa ou Coeaa, aouaentendn maravi- 
g I i o a a , Ja choee mrnreilleuae ; V allemand B n c h a t a- 
bi^nrechnnng , cilcal literal, ne presentent qne des 
ld<':ea imparfaitea on fanases. Comme ellea derlennent 
jai'tea en y attachant le aens convenable, je ne m*y 
anetorai paa davanuge. 
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Machin a deja observ^ qu*an fond tome qaantita 
i|pbriqoe est numeriqae. £n e£Pet TAnal^^ee mathem»- 
ipe opertf, non sur lea chosea eilet -memei, mais 
■r lenrs rapports de grandeur qni tont övidemment 
iesBombres. Redproqneinent tont nombre peut so 
KfrJKpiesenter par nne ligne, nne aorface, im solide» 
iHifl force , nn tems , etc. ; enfin ipar une chose qnek 
miqae comparee a nne antre chose de mftme espece, 
t chaqne fonction nnmeriqne est, comme on sait» 
Cfihiable ainsi par constmction. Les Operations arithme» 
tiqnea etant cependant, par la natnre de nos moyenSy 
Ufoeptibles en pratiqoe d'uue precision incomparable- 
^l ment phis gründe qne celle des Operations geome^riqnes 
•ej «t BCchaniques 9 les geometres modernes preferent dans 
'I hl CM compliqnes , les approximations nnmeriqnes anx 
e(| CDutroctions mcnulement rigonrenses et reellement in«* 
»I idles de lenra predecessenrff* Cette revolntion dans U 
^1 wiüere de Toir a converti , pour ainsi dire , TAnaljse 
l-| ai /i fcience des developpemens virtnellement comb!- 
astoire dans ses procedes. Apres les prodiges de FAstro- 
BOmii^ moderne* le dci^oüt des approximations a cessa 
diez let trop religieux admiratenrs des andens: '^} 
ansäest enfin apper^a qu'on dispntait sur des mots et 
qa» V^2 , on nne ligne qni represente ce radical , n* est 
dana.rneage pas pias exact qa*nne serie convergente 
ixmt chaque coefHcient est snfiisamment approche. 

SL'n» log D» 6in Cy Are. tang Z» etc. comme formea 

aimples et faciles par les tables, se considerent deja 
comme rigourenses, et on peat lenr assimiler chjque 
antre fonction reellement approximable a volonte. L'abua 
da terme Exactitude mathematiqne ä dare 
liop long - tems : encore de nos jonrs 11 s^ est tronve 
des autenrs qni ont rejett^ les reänltats rigonreax 
obtenna par le calcui dlt infiniti^simal , parce qu'ila lo 
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rapposaient nne mcthode approximitive: on t notnn^ 
g^om^trique une. conrbe a poiuts ainguliera joints au 
haaard a la maiiit et on a rcfas^ cetc« ^pitb^ie a Im 
courbe tracce d* an mon^vement contlnu« La edence pax 
•xceiiauce n'aurait paa du connaitre dea logoauchiea. 
£n est- eile aujourdhui entierement »xempte? La ri» 
pooae a cette qiiestion m' ecarterait trop de TAnaijae 
Combinatoire oü mon aajet me rappelle. 

La Science des Gombinaisona peat se diviaer en 
denx grandea branchea qne je diatiuguerai par les noma do 
Combinatoire math^matiqoe et de Combi- 
natoire m^taphyeiqne en restreignant la valear 
de ce mot aux notiona inconteatees que noua avons 
des choses 9 oa plütöt de leura rapports de qualit^. La 
aeconde brauche , k beaucoup prea la plus ctendue, fem- 
la matiere d'iine section k part. ^^} 

La Combinatoire mathematiqoe» ou TAna* 
Ijae Combinatoire dea rappons de quantite» est cello 
dont )*ai parM jnsquea ici: eile a pour täche de Kea- 
liaer une No\me queiconqne de la maniere 
la plaa praticable. P etens ici la signification de 
JKormo a taut d*cnonc^a decalcaloa de construction 
qafon Teut* Lea deax probl^mes saivans peuvent en 

dooner nne Idee plus prccise» (» F, F» F, F etc. 
annoDcent dea fonctiona arbitrairea des variables qa*ellea 
prjccdent 

1. TroQver Fx an moyen dea conditioni 
. F(A.X,V)=o; P(A.X,V)z::o; F(A,X.V)no. 

2. DansfV=A-f EFV^-CF^V-j-DF^y-j- etc. 
d^terminer lea coefficiena A» B, C, etc.; F^ est 
ici F(Fdc) la Function dela memefonction de V; ainai 
dea antrea« Poar cette scrie, la plus gciierale qu^on ait 
cncore imaginee» il ne fant absölnment qne TAxialyao 
Combinatoire, et ponr le Retour par climination 
wUe aenie read les fonctiona differentielles d*nne ntl« 
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M pntiqne. Dans chaqae probleme de deireloppement 
de ne demav^o qne le tems n^ceMaire ä ^crire let 
taaea. ^ ') On ne sanrait raisonnabletnent prerendre 
,liiTan{age« La prolixite eventaelle des Operations« <\£' 
dant en entier de la stnictare des fonctions donti^es, 
'Im peat retomber sar la noeihode. Le chemin recti* 
^hpe, s'il est long» u*en est pas moins le plas conrt 
lOttible. 

robserve ici que le caicul des dilFerences directes 
Mbyerses ^tant au fond egalement combinatoire, on 
■nittort de ne pas Teraployer aux simplifications prd^ 
Ules, lorsqn'il s'y prete. Separer 1' Analyse diff^rea- 
Ule de la Conabinatoire est nuire ä Tane et a Paatre* 
Cetfest m^me qu'<in Ics amalgaiuAnt complettement 
^'on poarra donner aux grandes meihodes la perfection 
imt elles sont snsceptibles. Sans cette rennion , le dc" 
▼doppement des fonctions en serieo et le renvelöppe- 
BMm des series en fonctions feront soavent perdrc oa 
Ii M des termes generaux ou la simplidte des termea 
MDunatoires. 

£n nommant exacto tonte fonction dont la par* 
Ib a^glig^ est insensible en pratique» chaqae serie peat 
II reDTelopper exactement par lea irethodes exposees 
dins la seconde partie cfe cette Caracteristique. II 8*en^ 
mit qu'an probleme rappclle aux expressions 

dt parfaitement resolable« Les comblnaisotia sont Id 
falls lear empire et ne laissent rien a d^sirei; 

Une partie plus ^pinense est T Interpolation genc- 
nh; c^cst a^ dire: 

E'tant donne f^V poar chaqne valear entiere 
hAf ^valaer cette fonciion consecutlve pour A frac- 
isimaire. Le developpement en pniasances ascendan- 
fei de A conduit chez moi ä nn RefoiLr de fonction 
filerentielle dont les Combinaisons elles - miaies ni 
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Tiepnent qne difficilement ä bout. Ici surtontron p0i, 
dire qne T Analyse est encore au berceau. Nona mm. 
quonB absoluxueut do m^thode pour evralaer praticaii 

X 

ment des expresslone de la forme ;» L^ i » oii ^ 

d x =^" 

auppose L^iZZ log. log i, etc. LMmportance d'tuT 
eolution generale du probleme dans qaautite de recbb 
ches qni interessant le sy&teme du monde et les probat 
tes superieures, fait sonhaiter que les Geometres y s 
xigent leurs eiTorts : par sa difficnlte la täche est digi 
des plüS habiles« Nous avoas dcja de profoodes rech^ 
cbes snr T Interpolation, xnais elles ne soiit que parti« 
les. EuLLR ouvrit la carricre dans son Calcul Di£Per0 
tiel et Krasip Tctendit nagnere conaiderabiement da:: 
son excelleute Analyse des Refractions oii l'invcniic 
brille de toutes parts: le grand ouvrage d'AuBOGAST 
longtems attendu et que je regrette de ne pas encoi 
poseeder, donnera sans toute ici de nouvclles vues digni 
de la aagacitede son anteur« ^^) Si elles rendent im 
tiles mes recherches en ce genre, je aupprlinerai'aTii 
plaibir des essais dont je ne suis ä beaucoup pres p| 
content. Ce que je puis asfArer, c'est que sans TAn] 
lyse Combinatoireiabn nc resoudra qae raren:ent cett 
{quation fouctionnaire dont depend le probleme: 

Ffx n— ; — F^* Ici Fä; est une fonction don 
ax 

nie de X et F PC est la foncdon ä de terminer* 

Je reprens les series. La maniere de les consld^ra 
commedesdeveloppemens toujours renveloppablesd'on 
fonction a divers avantages : eile ccarte » au moins pon 
les commencaus» la notion d^infini trop vague pofl 
n'etre pas pour eux une source des paralogismes. Cona 
munement on n'entend par Serie qu^une suite de terms 
dont on prend la somme arithmetique : Si cette fonH 
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: le plat souTant preferable, il en est pouitant d^ autres 
i menent dans certains caa plus rapidement an traf« 
die fonction i6bel\e ä nn d^veloppement se plie sane 
ine ä unaütre* La tangente qni a nne loi fort com- 
iqu£e en pnissancea de l^Angle^ on obtleut une 6]egant0 
1 Serie continae : 

sc 5C* ÖC* flC* 

tmK X n: 

° I— 3 — S -- 7— ctc» 

m tonvant ponr plus de conamodite les (raaiona str«* 

peiiifet en ligne horiaontale. ^^) Au contraire sin x 

m complique en fraction continue , tandla que sa fi6rie 

mlpiTe est auaai simple qn^on peut le d^siren 

Les fractions contiuuea dont Euler, Lagrange, et 
fiQtres granda gcom^trea on% fait voir T extreme uti- 
in sont encore ponr TAnalyse Combinatoire une des 
irinei les plus riches : V exploitation peac se rcduire k 
tttttois problemes; 

i.Ciianger nne fonctton en fractiona con« 
tlaoes a nnmerateurs de la variable« 

*i - öc sc ä; 

PiK: S X rr — -- — — -- — ' ^-~ — 

fl -|- fe -f- £? -j- etc. 

2* La fraction generale ctant donnce» 
roaver lafraclion sommatoire t^duite ä an 
loindre expression. 

P V. ^^ ^' 8' 

l^+ 3.a^+ 5-3'*+ ««c* L'Analyse 

^■firenddle preside ici a la combinatoite. 
el 

t\^ £'tant donne X = o, exptimdr Y, autre 
iction de x^ en fonction continae d'une 
Kv4traire* 

■ r: E* ue fa. * *- — p-* * ■■ . ■■■■ — «-i 
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condnre x r= 




O ^ C -j- etc. Leqi 
le plna parliculier de cet exemple prouvera combien 
calcui differenüel est insuifisant pour de|erminer A| 
Ct etc. k 

M* ötant autreFois beaikcoixp occup6 de la fractio 
generale et de la fraction sommatoire fedxiite, je fäs coi 
duit a des procddes combinatoires et a ane notad^ 
abr^g^e pour eux« Mais ne connaissant pas alors X 
travaux de Hindenbourg« ^*) je demenrai loin de rori 
Incide necessaire dam cea Operations compliqu^es» et apir 
bien des efForts j^abaiidonnai une partie interessant 
Tant il est vrai qu'on pcnt itte sur la voie et n* y p 
ävancety faitte d^nne certame forme, qni pour etre n 
ttnrelle, n*est poortant jamais que le fruit de longufi 
et ajotttons, heureuäes m^ditations. Aseurement je M 
suis' pas le seul.qui ait fait ceite experience, 

LAcnANGE don.t 1(68 ouTrages sont si rlches en p^ 
cCd^s combinatoires» observe quelque partiju'on ne pit 
Tient guere au simple qu* apr^s avoir epuie^ le compoa« 
Cette remarque d*un g^ome^re dont on admire l'elegiiiil 
eimplicitc , est parfaitement applicable a T Analyse Goil| 
binatoire. Dans les mains de Leibnitz » de Moivmi 
de BöscowicH, etc. cette science d^courageait le plus hl 
trepide calcnlateur : r^duite en Systeme regulier pax Hiii 
DENBOURGi rien n*est plus facile aujourdhui» et er**" 
£iciHt6 de i'extoition est m^me teile qn'on poui 
etre tent^ de iVtendre a rinvention da Systeme, 
nh mot snffit ici, 11 a echappe a l'universel et persj 
cace CuLER. ^') £n rendant cette justice au celel 
geoiüetre de Leipsic» j*ai en yue et les personnes 
n'estiment une decouverte mathematique qu' apres 
difficnltc apparente et Celles qui trourent ais£ tout ce qci 
a ^tc fait par d*aatres* 
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P,en ai aHez dit poar fahre lentir F importance dd 
lyse Combinatoir«* Que peut • bn lai souhaiter en* 
;? Une caracfcristiqae commode qui la r^pande chea 
gtometres detous les paya, ddnt ellg ne sauau man* 
d' exciter remulatioii. Elle en est d%u*<int plna 
le que aes usügee aout innombrables , et qu' ii n* eal 
kt de acience , poiut d'Art , qui n* en puisse retirer 
Putilitö. £n Atithmcriqae (science toute combina« 
1) eile enaeigne la pratique la plixs conrte des grandetf 
iGiltiona , divisiona , ^radicatlons 9 coitf positiong 
y^riodea; eile &cilite rinvenüon dea facteara^ dea 
pr^miera et figures cömme. on veut» et sur^ 
lenr d^tennination aure et rapide par dea ma« 
I, dont on u^a pas encore tirl tout le parti posei« 
LEiB^riTZp Lambert, Hindenbouro« Felkel, e€ 
, ^ ^) en ont dnnne des preuvea mteressaniea qui 
encourager« Quand on ne fait pas entrer les 
eacompte» 11 eat plna que pmbable qn'on penl 
wer indcfinement le rappört 3^ 141S9, et tout antre 
/ei öl^ooiena ne aont pas trop compliqn€s , «ans 
peine qae de toumer nne manivelle» Ges recjher- 
oe aont paa entierement .oiseuses* Lndi in se- 
d nennt« Le monde n'auroit pas la eublime 
iniqiie Celeste > al Laplace e&t dedaJgn^ ce» jeaic 

l'EnAnaljse d^terminfe 1' Analyse Combinatoire pri« 
laoz developpemensetrenTeloppemens dea fonctionSi 
rerificatiön des termes g^^raux et somxnatoires ap-« 
et eile aeale peat r^aliser lea Elimiiiationa 
^^) pnTement carieasea en enonc^s differen<« 
£n Analyse indetennin^e la plupart den aolutiond 
le aon yesaort. ^®> En 'Geometrie et Trigonome« 
[Ce la partie formulaire et beancoup de conatrao« 
entT* autrea la throne dea compattimensi dont oa 
Imt naage en Architecture. £n M^chaniqtte ansly-* 
(, qae Lagrangs a le prämier rsdnil en corps dg 
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doctrine» let ^quations g^i^ralee des systeifees des corf 
et qaantit^ d'auires parties appartiennent de droit a l*Aiu 
lysa Gombinatoire. Dans les Math^matiques appliqa^f 
eile peut senrlr 1' Astronomie avec ses nombreuses ans 
liaires et d^pendSnces, mais sortout ia science des pr( 
babÜit^s» si utile en politiqne, en jarispnidence» e 
finance et ndgoce, dans les jeux et hasards de toid 
espece .^^). £n Chjmie ^°) la thcorie des flaides ac^ 
Formes et la Grystallographie onvrent encore un immeol 
champ aux Gombinkisons et peuvent par elies fournir 4 
Xioareiles lumieres ä laM^declne et aux arts d^tttilit^^ 

, II est des sciences et des arts a qui la Goinb>nai. 
methodiqae est si essentielle, qne sans- eile ils cefl 
d^ etre des arts et des sciences* Teiles sont par ebce 
la Cryptographie ou Tart des chiffremens et dechi 
mens ^^) la Caract^ristique oa science de la notatl^ 
dont les idöographies oa langues universelles ne 
que des simples branchei. 

laes mannfactures de luxe, condamnees ä na 
sans cesse le tableau mouvant des modes, retireront 
aeulement pout lears machines, mais encore pour laj 
riete et le choix de leurs productions » des secoors impi| 
tana de la science comblnatoire. II en est de m^me |l 
beau)c«aTts oA la nouveaate n*est pas moins de n^i 
te premierei et ou celle avouee par le bon goüt 
extremement rare. Je coQvtenssans pelne que TinVi 
tion devient de jonr en jour plus difficile et qne les fi 
mi^res places sont prises partout: si les artistes usai 
cependant des ressources inuombrables que leur 
la combinaisou systematique» ils n*accuseraient | 
. r art d* une paurret^ qni n' est que dans enx et ils 
fieraient moios souvent les formes regulieres aax e: 
▼agantes, comme ont fait BoRROMiKit Bernini et 
de peintres. C* est principalement en M usiqne , ^ 
d*agrement le plus rcpandu, qu'on rencontre aoff 
d'une sarcharge bizarrei cette st^rilit^ que les nomM 
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[mens pallient envain aux oreilles non prevenae«. 
!?rai beau est tcmjours aimple, et sans nnite il ne aan- 
y ayolr d'energie, et, par conaeqnent, de grand effet. 

Qid le croirait? ^Xa poesie, pour la diatribution 
reasement menagee des pieda et strephea, des rimea 
;repos, enfin de toute son harmonie techoique, a'en- 
lit en a'appliqaant les combinaiaons , ainsi qae la 
torique qui est une moindre poeaie et la Logique ou 
t de penser. juate indispensable a tontes les aclencea» 
connait en ce genre les essals predieiix deLKiBNixz, 
%u\6tieuTB ä ceux de Raimond Lullt et du pere 
[ER, qui pr6tendaient Tun dans son Grand-Art, 
[vBbe dana aal^usurgie, mettre , par des clasailaca- 
oombinatoires un homme sans ^tude en etat de 
ler aar cluque sajet comme tm profond savant« 
mit aux aclences en lear attrlbuant trop: si cha- 
etaurtoat celle d'inTenter, est an r^sultat de com- 
il s' en faut bien qae ce söient des oombinai- 
d'aae pratique. aussi f^cilie et grossiere* 

ll'Usez, n*äbusez point; voilä la loi supreme. 

Volt. 

Mais ce$ parties appartiennent deja ^laGoraibina- 
lire! m^taphysiqae, et le g^ometre lea cede sans 
ret au phllosophe. 
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B) PREMJE'RE PARTIE, ' 
Section troisieme. 

Sur V AiäOeB^B^ ^criture de V Analyst mathimatiffi. 
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,»Inventee par des malheinaticieiiff l'Algibre i in 
predtion lumineute , et uoe eonplefltie dont aucw 
autre notatiou ne peat 6e Tanter : mats compoc6%oomfl 
touiety succeetivement et aana ^gard a renaembie, cj 
cat loin encore d'etre aa plas hatf t degre d' unlverttJi 
et dMntell'gence facile. L* imprimexie , ä iaquelle J| 
aciencet elles meinet doivent leun rapides progn 
m retarde ceax de leurs Caracteriatlquea en aanzjettiapi 
les ecrivalns anx types existans« L^Aoaljaey faite poM 
monde entier, n* en a pn aortir des langues europeei« 
et de toutes lea dassea de savana« celle dea naatlieMp 
AtmB eat la moins nombreuse. * j 

t^Trop soorent le bien eat Pennenii du mieai 
le Fond fait ton ä la forme , tort qui rejaillit neceaa^ 
ment snr lau C^st la raison pourquoi aucone langue | 
licee i)*a une orthograph^ raiaonnable et qa*on 6*<>p|| 
aera tonjocnra aux ameliorations. Un reprocbe qo^i 
peilt trop sonvent faire ä cos denieres, dest d*di 
partielles et de retarder par la la reforme gineral^. H 
est, par exemple, le changement de oi en ai pOI 
rendre les sons ^ et ^^ teile la suppresslon decertaid 
lettres oisenses et T Introdnction d* accens plus penlU 
. ^ la plume« A moins de rebä Ir de fond en oomble j 
mais on ne donnera a un yieux chätean gothique 1 
belles proportions deTArchitecture grecque. 

yyAvecBEzouT je nomme Alg^bre Pecriture m 
th^matique qui est ä l'Änalyse ce que les notes de 
Muaiqtie sent k la compoaitiQii* Au coiittraire de ceUe 
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TAIg^bre peche pir trop de libeite dana Templol des signef • 
S'fl est commode poar Tautecnr de cr^er aon diction- 
juire» il ne i*eit paa an lecieort annoizt au commen- 
fmt» de tndaire aana ceaae. L*eaprit troable par la ver- 
-Htüitc dea aignilicätiona » perd aon iil d'Arladne : chargd 
de ccut eignea aana liaiaon aystdmatlque et fatigue d* ex« 
pUcationa continuellea • il ne pent a^elerer aur l*aile de 

> l* imagination poar d^convrir au loin Tiaaue da labjrin« 
the. Cest la et dana rlncompletion dea prolixea livrea 

i •fementaiTeaqn'il £aut chercherj bien moina que dana la 
difliculie da aujet» ponrquoi lea chefa d*oeuvrea d*Ana* 
Ijwc aont plua admirea qne lüa. II faut rettoir une inA« 
nite de prelimlnalrea plua oumoina inherena» il faut ae 
iribre jour a travera une bibliotheque de memoirea acade« 
aiiqnea pour joub dea aublunea prodnctiona de noa grande 
Siilres. Pen de studieux eil ont lea mojena le tema et 
■Dcoimge« 

piOa peut m* ob}ecter que pour obtenir le droit de 
remarquef leadefauta delaadence, faurala d'abord düm'y 
dialiogaer par dea onrrages marquana* J* ai tort de ce 
€01^9 ]*ai tort deux Toia ei mes reflexiona ne aont pta juatea» 
Ä ceux qui a^etonneronc que lea maitrea de Part ne lea 
ayant paa faires» f observerai qu'ila 6taient peut- Scre 

j. Hop occup^a de V art lui - mioie. Leibnitz a deja aTerti 
qa* il n*y a guere que ceux qui apprennent isana maitre 

I. fai decoayrent certaines cboaes auxquelles les inities ne 

[ peusent point pr£cisement parce qu^ila lea connoia- 

Laant trop. 

, Je repete donc que V ecriture alf^ebrique eat impar* 
^te par aa Tersatilite et aon manque de plan. Ului fan- 
iait, comine i^ la muaiqne et aux autrea ecriturea, dea 
lig ea permanena. Mais tant qu^clle n'aurapaa un bon 
tfB^ime de noution, la liberte de varier doit eire pre* 
* cienae au mathematicien : randia que le musiden est en- 
- duine k seß notc», lui 0$e dbce avec Horace : 
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Fictoiibus atque poftis aequa potesus: 
Hanc veniam dan^us, petimusque vicistim» 

£t en cons^quence je presente dans la «econd^ pittle i 
cet Essai uiie Dotation systematiqae d'une execatii" 
aisee a la plume» bien plaa'courte et plat disttncte fjkm 
Celle en lettrea alphabetiques • et significatiTe an po^ 
de ne presqae pas exiger d^aTertiaaement ponr qui la ilf 
Tzne fois. £n embraasant TAualyae onti^re et m^me i| 
beaoina fators eile n*a qnc peu de caracteres mcfhodl 
qnement combinea » et ce qui ne peat manquer de p 
raitre aingulier, avec des aignea noaveaux eile ne conUK 
dit i^tn^^s r uaage mraiment geoeral. La aimplicitd eoa! 
eaaentielle a une ^critnre de pratique je me auia bomft 
dea lignea droitea aasemblcea aoua des anglea moitie^^ 
tiera de 1* angle complet, 

Cenx qui tronvent que j* attaclie trop d' imporUiipi 
9 la atructure dea aignea ne aongent point qa' en mat^ 
matique» et meme partout, la forme determine # 
-grande partie le fo^d« L'Analyae doit aea premHI 
progrea anx abbr^irlationa de diacoura tomme on 
tromre dana Diopbante et dana lea aateora arabea: a* 
progrea auivana appartiennent au3( chiffrea alg 
b r i q a e a 9 c'eat a dlre aux chiffirea encadrea et wax lettk« 
dont on i^e aervit d*abord poar designer dea nombii 
cönhna» ^nia dea nombrea qnelconquea; aon vol rapia 
eat da anx expoaana et aox autrea aymboles fohctionni 
rea et comblnatoirea. Le calcul dea diff^rencea de tool 
eapece qu*eat-il aana notation conveuable? rien que 
methode dea limitea infractüenae tant de aieclea« J*igna 
qui le premler a imagine le. aigne - fonction ^x ou F« 
xnaif bagateUe en apparence ii a ociTert une source < 
decouvevtes « el aana lui Lagrangi^ n* eut peut- etre p 
4onne aa belle formule de reveraion et aea autrea the 
remea tranacendana, On a diapute centaoa aur la natui 
du (»Ical diffeir^ntiel; qu a^ aerait enteada aur le chaii 
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INewton etLEiBNiTzenosent ecrit: — r- ou -—- est 

Yv ¥ X 

" poiir le C16 de v changd enos 

pret le degagemeat da diviaenr. 

Meisl'eflFort d* imaginadon auqnel oblige lin chan- 
emcnt imperceptible de x dana y, a mnltipUe (a f aide 
Lee (vanouiasantea , des infiniment • petita » dea rient 
ihfotaf qui prodolaent nne qaantit^« dea limitea qo*oa 
te pent jamaia atteindre et qa'on atteint ponrtant^ le» 
bjectiona et lea cxplications ; et a Force de conimentairee 
in est panrenu a obacardr la chose do monde la plaa 
Übe. On peat dire qne le noend gordien n*a ete vrai- 
aent denone qne dans ces demiera tems. Noas noua 
stoonona qüe des geom^tres ajent p& etre diviies snr 
les pcindpes simples ; mala ce qui est evident aujourd- 
kvi na 1* £tait point dans sa nouveante , et la ronte nne 
feiaperdaüf on ne la retrouve plaa qa*avec dta peines 
MrifnEiee. Tout est difficile quand on chetche» tout est 
■die qaand on a tronve. L' oeaf de Colomb pent s* ap* 
iBquer aiuf inventiona de toat genre, aaxquellea on no 
naidie qae lea yeax baudes. A la verite rinventenr 
'epuae janaaia aon Intention: c^eat nne conaolatlon 
onr U aaedlocrite laboriense. Avide de uoavelles d^« 
onvertee le genie abandonne k la patience le aoin de 
inir et la apience j gagne donblement. Cet opascale . 
Mt le (roit de aemblablea considerations. 

le paMe aax basea snr lesqnelles il me semble q«* il 
bvt aaaeoir one bonne'notation anaijrtiqne. 

1. La plua grande intelligibilite est 
«u doutela premiere qualite, mala il Eint ajonter, pou 
b comineD^ant, An geomctre fait la notation dont U 
jh roudne, paraitra toujoarsla meilleare. Cest panr 
cdb (Voltaire et d*aatrea i*ont d^ja 4it) <tw Us te- 
ikmes en sdenccs et »iUcwrs ne a*execateat g;aett qji^ 
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piT les jeanea gene» qnoiqne ce ne aoient paa toiijov- 
enx qoi lea propoaent« N^ayant qme la peine d*appii;e 
' dre, ila preferent natarellament lamaniere la ploa timpfe 
lea veterana devraient deaaprendre ponr apprendrtj dai: 
choses egalement ingratea pour qoi tat en poaaMflBi 
d* enaoiguer« 

2. Une aatre qaalite eaaentiell« cat la P r £ c i a i o .1 
qu'il ne faut paa confondre avec la simple briera* 
Poor indiqoer generalement nne aerie» X eat ploa conrt ^"^ 

.| |V: mala cette derniere representation , comia 
on le verra dans la aeconde partie» eat la miniatiue « 
la aerie w^xke^ et X n'est rienaana aTenlaaement. C 
Toadra bien faire cette remarque toutea les foia qne im 
aymbolea aont compoaea: iU a* enterpr£tent alora dOi 
nSinea« La dilFaaion conaiate en detail« äccnmaji 
qai fatigaent le lecteur plus qa^ils ne reclairent: cttc 
d n^aqa*nne portion donnee d* attention dont on dl9 
etre ^conome pour qa' alle dure jnaqu^ a la fin. 

3. Ce qui »et le aceaii anx conditions precedenML 
c' eat la conatmction methodiqne de9 aignea qni aide k li 
vetenir, ma)gi£ lenr nombre. Tout dopend idd'it 
henrenx choixd^el^foena: eat ilfait? rartcombinatoi£ 
en tire ä pen de fraix une richesse anperienre a teil 
lea b^aoina. Lea elenaena doivent ^tre peu nombienij 
et de bon gofit. 

S'il ne fiiut paa negTiger la beaute des formaa, dl 
doit cependant etre aabordonnee a la fadlite de r6xeca 
tion. L'elegance de la aimplidte eat la aenle qoi coa 

« 

Tienna anx adencea » celle d^ ornement eat ponr lea arta 
SoDS ce point de Tue le S qui a 6 traita eat inferienr i 
^i** qoi n'en a qne trola qne la plnme trace d* nn conp 
naia c' eat I4 le moindre arantage de notre eigne aom 
natoire, 

On'trouTera» j'eapere» en genjral noa Formea agria 
Ulf» et dodlee. £n Mcrifiant qnelquea acceaaoireat ü ai 
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Unit meme pas de nonveaux caracteres d'iiopreasion: 
1 comme sans eax la compotitiou tjDOgraphiqae «o 
iqoe, la gravnre a^ra pre££rable en attendant. II 
m^me ä aouhaltcr qae tona lea onviagea de mathe- 
iqaea, aattoat elemcntairea, se pnbllaasent en plan- 
ne ttt CO qne parceqae la figiire ponnrait tonjoura 
^^Jtamftignet V explication« La melhodo des granda ana* 
^J^M modernes de compter lea jenx poor raen en t^ai- 
la geometrie et la nafdunique a aea inconveniens 
{Knecompenae paa le bon marche de Touvrage: Je 
faaa dana la trolaieme partie de cet Essai ane in- 
Nncdon complette et dea proo6dea pea cquteux ponr 
^1 puren peü de tema a Peaa forte et-en ctaln« Si lea 
fipeirea a^j accoutmnal^nt (U ne fant ponr f:ela qno 
^liTolonte et denx ou troia moia d'exerdce) learapro- 
teions ne fourmüleraient pIns de £iatea qui deroycnt 
khaenr, et que les longs errata redreiaent rarcuient 
taoi Les doigts de Tauteor sont plus fide]es que cenx 
Aiflnnpositeur typograohiqae rarement mathematiden. 

•| Aiin de montrer la sonplesse de ma notation com- 
f1 ifaildreaons tona lea rapports, je Paiappliqu^e a nnMi- 
ilfaocoame de haute Analyse qui poum an molns 
[fiiderles Futurs redacteurs d'^ltfmenat ä propager le goAt 
hsdence qui fait le plus d^honneiir a Tesprit hu- 
niiii» abstrartion faite de son ntilit^ reconnue. Aux 
Jnsesgiometres qui voudront m'etudier dans cctte Yue» 
ji omseiUerai de copier mot ä mot« les 5 premieres sec- 
dons du la seconde partie, et celle de 1* Analyse Combi- 
attoire. Une f enle transcription reflechie Instruira plua 
fd Cent lectnrei. En s* identifiant ainsi avec 1' anteur, 
,ai a'approprie ses' idees et on aurmonte le prcjage de 
Ikabitnde qui fait paraitre les procedes qu' on sait prefe- 
JlUe aux dix fois plua fiuiles qu' 11 faut apprendre. 

Lee geometrea veterana qui se rfsoudront a parcou- 
ii'mon travail» en $exont dedonunages peut- &ue ig|i3^ 
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dei theor^mes nenfs ou demontreB d'one maniere non- 
Teile et pur le Polynome Combinatoire de Hikdenbourg. 
Je me reserve d^ en parier plus amplement dana lea lec» 
tiona aniTantea, 

Paisse nion esaai d'nne alg^bre nnireraelle ^tfo 
de quelque ntilite pratique # oa engager aa mmna nne ' 
main plua aavante a pro^viire vn entemble plua timple 
et plof parlant encore! II est ties poaaible et f en don- 
nerais nne prenve dana cet oavTage» ai nne Dotation 
analjtiqne aans -}-'"'•'* ^ lenre ^qnivalena» aans let- 
tret et sana chiiFre«, n'avait'trop l'air d'nn amoaement :; 
nathematiqae. £n attendant lea geometres prendronC 
ce qn'ila Toadront de mon syat^me: il leor foamini aa :t 
moina des ressonrces ponr te cablnet. i 

Dana nne entreprise anial nenve, et tranchona la 
nriot, anasi tem^ralreqne celle d'nne reforme älgebriqaet 
j*ai besoin de la plna grande indnlgence: maii f ai £dt 
ce qae j*ai pü ponr m'en rendre digne. Vlngt pagee 
ont conte do§ anneea de travail. Des syatemea aana 
nombre ont prcjeJe celoi qne je aoumeta au jngement 
dn public math^matiden» et a*il m'eat peimia de le dire^ 
je ne suis arrive an plna praticable qn' apres avoix epnise 
ceux qni ne retaient point. 
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II. 

DE'VELOPPEMENT GE'NE'RAL 

AUX FUNCTIONS ARBITRAIRES. 

PAK BURBIAN£* 



liMinethodes Trairaent gineralea tirent d*Qn petit nom- • 
in de princtpes simples une richesae inepuieable de 
OMeqaeBcet utiies. C* est le propre du Calcal diHcren« 
iAf de r Analyse Combioatolre er des Derivations du 
Meieear Arbogast. IJne th^orie qni partidpe de 
OitTois et qne je nomme fonctiounaire m^occope 
iipui plusienrs annees: Tesquisse suiyante meltra k 
Y^ de jnger de sa facillte et de son ctendne. 

X 2 3 O Ol C2 

f, I. f, F, F, F, F, etc. F, F, F, etc. seront 
de cnacteristiques de fonction independantes. 

f (foc) ou {(x s^abr^gera Px et se prononcera 
tonction a"* de x. On comprend f^sc, l^x, f ' x 

(tc f^. X, la n^^ fonction consecntive de x^ est a pea 

frei ce qa'ARßooAsx appelle la u^^ BivWee. 

f"^^ ind'quera T Operation inverae de f; de sorte 
fw f "" * f ä; ZI «:• Je donne a f "" ^ x lo ^om syste- 
■itK|ue de fonction n(C'gative de x. Les formes 
'"•x, f"""x s'expliqnant par lä. Si fxizo, on • 
tr f '" ' o, expression qni peut avoir plnsieurs et memo 
ine infinit^ de valeurs* 

li i* ensoit qne 

{■fn^j—fiifin^— fm + n^^ f «f-^X^f -^f *X 

— i^-'^x, 
t'x '—' ix, fÖÄ; = f»-»5clzff-*x— oc. 
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Imit^e de d^ et d^^f h noudon exposle est 
edle de touB let g^ometre» et n* a rien de mjatirienx : 
la nouveaut^ qa* eile paat avoir est dana le fond et noa 
dana la fonne. 

Cef prindpea foncttonnalres aont parfaitement ge- 
n^ranx. J'ai fait cette reroarqae en lea donnatit daoa 
nn£88ai de Calcul fonctionnaire präsente ä 
r Institat National de France ea VI , mala trop imparfait 
alora pour pouvoir &tre imprim^. Mes Id^cs e* eiendl- 
rent depuia, et plus d*Qn an avant qae Tcxcellent Cal- 
cal dea D^rivations qniti^t lapresae, j'avais r)£ja 
commauiqn^ an Profeaaeor Hindenboubo et a d'autrea 
amis lir^ralrea la f^rie aux fonctiona consecutivef» 

FxriA + BfDc-f Cf^flc + Dfa«;-}- etc. 

En cherchant ä me garantir da reproche fotnr d6 
in*attribuer ce qui ne m'appartient paa, je siiia tres loin 
de voaloir aUdnuer lem^rite da aavant g^omeiredeStraar 
boarg, qae peraonne n*admire plaa qne moi: nooa 
n' avons paa communiqn^ ensemble. Aiibogast a aa* 
moina la aimnltancitö d* invention ^ et daiis ce qu* il a 
pnbli^ lepreniier je lai cede aTec plaisir la reconnalsaanoe 
pnbiique. Occap^s da raeme objet noiis avons du noaa 
xencontrer quelques fola ; mais nos points de depart et 
2iotre marche dilFerant entierement » il me raste aaac2 
dea chosea propres. 

$, X Si nooa comprenona par SUITE une anc- 
cesaion de termea soamis ä une nomine loi, et pour lenr 
atractare et poar leur liaison analytiqne, la iL^orle dea 
devaloppemena est a peine entam^e. J^abandoime cette 
g6n6ralit£ a de plus hablles et me borne aujourdhni aux ' 
S^ries et aaxFractiona continaes des fonctiona 
ai ind^pendantea entr' ellea que le calculatear les choisit 
a Tolonte. Ced diatingne mca d^reloppeniens de ceax 
d'ARBOGAST dont les termes, deriv^s chacun da pr^cd* 
deui^ depenäcnt necessairement lea ona des autres. 
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Void d*abord mes notmes g^n^ralcs: 

S £' R I £ 

t a 3 *" 

f*— Fa— AF3c4-BFx4-CFa;+...-f-NFx4- etc. 
FRACTION CONTINÜE 

X 2 3 ■ ** 

_ _, Fi Fx Fr Fx , 

'*-Fa = — ^g:p- __^ ^ ^ ^_« 4. etc. 

Yicds iea fracdonf anccessives en lime horisontale: 
li-|-apr^ A, B» C, etc. empdcheat de a'y tromper« 



^ 3. CommeiiQons par ^ 

ri-PirrAFx + BFx-}-CFx+...4-MFL-f.NFx + 

«& 6t snpposona Fx nulle par x~a, Fx nnlla. par 

3 
»rtei x~b, Fx nulle par xrz a, xrrb et xrr c; 

Ni&ifx nulle par x~a, b, c» d, jasquet n^ lettre 
I* Cea Faleurs de x succetaivement employees dana 
Ikifrie normale» prodaisent les equationa aniTantea ponr 
ilaminer A » B , C » etc. 

FJbi — FanAFb 

Fe — Fa = AFc + BFc * 

Fd — Fa — AFd-f-BFd + CFd 



et en gen^ral 
Fn — FarrAFn-f BFn + ... + MFiu 



11- 1 



h- 


Fb— Fa 
Fb 






1 

• Br= 


Fe— Ft 

Fe 


A 


Z 

Fe 
Fe 


■ 


* 







22 BuRUANEf DEVELOPfEBIENT Ge'he'rAL 



Fd Fd Fd 

et en gen^nil 

. M=^°-^' >-Ai±.-Bl^ Li! 

n* Z XL- I II - X. XL-I 

F n F n F n Fi 

$. 4* Voila le terme gdneral en c^rie recurrenl 
Poav obteuir soa expretBion immediate naettoni la i 
Gonde taitc d'^quations aons niie forme combinatoüre i 
die a ictlre et ä retenir. 

A zr Ol 

B zr 02 — •_ A. 12 

C = 03 — A. 13 — B. 23 

D — 04 — A, 14 — B. 24 — C. 34 
E — oy — A. 15 — B. 25 — C. 35 — D. 4}^ 

etc. etc. 

Leibnitz est rinventenT de cea coefEdena parUi 
d commodes ponr decoavrir lea loix compliqaeea. Cb^ 
noiia le premier chifire est T indice de la fonctlon nxaC 
ratear da ^ai coeffident, et le aecond chi£Fre est VinC 
€e de la fonctlon denominatenr. Aogmeiite d*ane unf 
ce dernieT apprend encore la quautieme lettre rempto 
X dana lea deux fonctiona» Alna! 

2 5 

Fe Fk 

24= -7-. 59 =-9 — » «^c. 

Fe Fk . 

Par la subatitution continnelle dea valenra connnC 
on obtient en ordonnant fidon Ol » 02» 03» etc, et iiQ 
geant par ordre aacendant de droite ä gauche et c 
haut en baa 
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33 



roa- 
ro3- 

:o4— 



ia.oi 

34» 03+34- aaijoa - 



05— 4y-<H+45-34]o8 



•14.23. »v»! 
34.1s 

34.13 
I 

45' 34- asV>3 +45- 34-23 la"! 

35- '3 1 3523 2 

45- 241 45: 04. la 

«5/ aj. 12 

45.34. '3 

31 «3 
4>. '4 



Ol 



ro« — j«. oj + 56. 45) 04 — J5. 41 34^03 



hf«.4?.34.23^ 
46. 34. 23 

56. 35. 33 

36. 33 

56. 45. 34 

4«. 84 
5«. «5 

26 J 



ui de aalt« 



46^ 

02 — 56.45. 34. 83. ia\oi 

45 34- »3- 1' 
y6. 35. 33. IC 

36.83. li 

j6 45.24 I£ 

46. 24. 12 

j^6. 35. 1 2 

26 Ifi 

5« 45-34 I? 

46- 34- '3 
56.35 13 

36. 13 

. 5Ö.45- «4 
46.14 
56. 15^ 



46 34 
56-35 

3^ 



La aeole diapotitlon de* tcraiM pntfel« dMOnvM 
leof loi» qui Mt tislle pou le n coeffident; 
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fl 

Nr:ron4-a,o(n— i)-f-b.o(n— 2)-J-coCii — 3)-}-etCj^_ 
a ~ — (n — i)n 

b zr — a.(n — a)(n— i) — (n — 2)n ^ 

c = — b.CD— 3)(ii — a)— a.(o— 3)(n— i)— (n— 3)m ,>- 
d zr — c. (n — 4)(n —3) — b. (n— 4) (n— ß) — •. («— 4) >5 

C = — d. (11—5) (n— 4) — C (n~5) (n— 3) — b. (0—5) ; 

(n — 7) — •• (n — 5) (n —1) — (n— 5) l 

etc. Cftc. eic« ;. 

Lei novices en Analyse Comblnatoire vondront bien B^ 

pas confondre a\rec lea recurrencea ordinairee cette coi^ 

atmction d' an terme an moyen de s^t parties incegral- 

tes: eile donne cur le champ tel coefEcient qa'on ve^ 

Jf.E. .- '•]c 

le 9*^me coeffident 

= 09—89.08 + 89-78 07 — 89•78'67^o6 + eta 
— 79J + 79' 67 

-- 89-68 
— 69. 

Uq p^n d* attention deconvre d'autres loix; nfA 
la mesente ue laiaae rien ä dcairer: eile n'exige qae I 
tema n^ceaaaire pour ecrire le developpement» 

Cette na^ihode aimple de tronver le terme gen^r^ 
d'ane eerie ei ^tendne prouve la 8up£rior'te de rAnal^^H 
Combinaioiie aur la differentielle dana cette partie» 

$• 5. Paaaona a na autre point de vae, en snpp^ 

n 

aant Fxzzt dc« qnantit^ nnlle par sczia. II en resoliE 
Fx — Fa=:Afx + Bf^x + Cf3x + ... + Nf«x + et# 
Si f ' est de nature a «e prendre terme poarternc' 
et k ne paa alterer lea facteora. aana x» 

f-n(Fx — Fa)=rf-""^(Afx+BPx+Cf3x+etc^. 

aereduira h f"'' FxrrN-fOfx-fPf ^x-f etc. 

Flu: xz:a noaa obttnona ici N ~f**^ Fa^ et pai la. 



AUX F0NCTI0N6 ARBITfiAIR£S. gy 

Wa = f— *Fa. fx4-f"-^Fa.fax + f-3Fi.f3x+elc 
U th&r^me de Taylor Fx— Ftr: ^f^\ fdz 

p te pliu parti€iiliei de h serie anx foncUons consd« 
Mivaa. 

UneliifinUcd'aQtrea Operations qae celles Indiqneet 
V iet^ . /et S aatitfait ä Fx— Fazzf — ' Fa. f x-f- etc.. 
'obitrve ici qa'en fonctions conaecutivea il j a aoe 
Ptaiee eaaentielle entre fFz aimple corubinaisoD de 
ftavec dea conatantes, et fFz, combinaiaon dea varia- 
iOBi de F z avec dea variations de z. Dans ce paragra- 
jhif embraaae les deux caa» en lea soumeitaot a la li* 
bttdon atipu]^. 

n «13» 

{.6. Soit Fx dela forme Fx. Fx.Fx...Fx. Donc 
l¥x-Fa = AFx + BFx. Fx + CFx. Fx. Fx -f- etc. 

X 2 3 

Comme Fx~Of Fxrro» Fxrrot ^^c* produ.'atnt 

X 2 

Eement xrrF""*orra,' xzrF""'o — b, 
^ o = c, etc. la fbnnule da $• 4. coastmit aar le 
, B» Cf etc* 

« 

Qaand rtfvaluatioii de Ff^'o n^est pas immcHt»« 
lent poadble • je T^cria Ff"""' (fa — fa)» et leihe j« 
taylörien doone pat Ff"*' f an Fa, 



JFa fa ^^Fa 



'4 



dis i * dts* I. a 

-^ etd. » a ^tant asbitraire« 



dfa> 1.2.3. 

Cette aoIntioB ainople ae tröave däna V £ s a a i de 
'de. foDCUaection 4). A cbaqae diffcfentiation oa 
riia per <2fa etr^dnit« moyenaant qiioi on ne par- 
nu paa a de aecondea diit^rencaa de i « Loia^ti« ca 






^6 BuRMANXy oxVbloppehent ge'jtk'aai» 

I 

proccde compHque on j femedle aonvent par 

J'^Fi _ L dB * V fs-^tj / J 

Jfb" ~ dB""-' 

la constante s ae changeant «n a aprea lea diff^renüadcn 

Tai prjaeate cette formnle conTcraionnelle nn p 
plaa g^o^ralement dana an memoire quo rinatltütl 
tional a }u^€ digne d'ötre imprfm^ dana aea recueib 
Tan VII, en m'obaerrant qa'eUe pem ae dcduire 4 
th^or^paes r^veraionela de Lagrange et de Laplace;. 

Afin d*^pargner k d'aatrea des recherchea itoQ^ 
et peilt- £tre dea paralogfamea , f avertia qa*il n*"' 
permia ni de prendre n n^gatif , ni de changer Bom 

eigne d^^^% la fradion ind^dae — enaevltt: 

dB 
finale ,^ > 

dtB ^ 

§. 7. Antre caa partfcnlier du § 3. -^ 

11 on in m an an 

Fx eunt Fflc. [Fjc— Fa] [F»— F (a-f-k)] . > 

3n 3n na nn ' ^ 

[Fflc-F(a + Äk)] ... [Füc— F(E4-(7i-i)lf 

on a Fx— Fe=:Af'«?. [F «? -- Jf a] -f. B Fx. jTx— ^ 

[F»-F(*+k)3+.t 

. i 

Ontre la aolntlon da $. 3. qai donne brra-^-; 
czzt'\-2k9 -d~a-f-3k, eic. noaa avona encofi| 
aniirante, 

F ^ Tarife n £oU aeUm d«rrk contante, wooäM 
bctear F(«+fik) — F(a-fnk), qne sc = t EhnolB 

n+r - 5 

11 a'enauit qae ' ^ J^ derelopp^ diapanl.ra all 



et qa*en diff^reAtbaif n foii r^oEtioa piopoa^e,! 
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Qz X fl 



X X 



k» ~ k" 



02 ' X2 



X2 92 



A"(Fx.[F« — Fa][Fi«~F(« + k)|) 
'*' . k» ■*" 



OA lA 



in. 



an 



nn 



A°(Fi)c.[Fx— n3..[Fx~FC«4.(w-i)k]) 
hb coadirion de'chaager x en a apr^ lea diff^ivnti»- 



h 



I ^pfrfkol^ton. XFx.Ax nulle par scrra dtrifiit aintl 

-.' Olli XZ oaX2 12 

Ifjfcdxir AFz. [Fx — Fa] -{-Btx. [Fx — Fa] 

«22 

^i— F(a 4- ^;] -|* ®t^ *^"0 conveTgente k volootö» 

iHKpie chaque fonction y eat arbitraire. La räation 

IHmSdexia est la meme qa*en haut. * 

:' ' oz zz , XI 

ftr k nnllo, on a /Fx Jx rr AFx. (Fx — Fa) 

02 Z2 X2 22 22 03 13 Z3'2 3 2 3 

.BFx,(Fjc — Fa) f Fx — Fa) +Cix. (Fx— Fa)(Fx-*a) 

33 

— i^ ft) -f- etc. et h relation 

OZ ZI ix^^ 

Fr _^ .P>(f«.[Fx-Fa]) _^ . ; , 



<iix;" 



OU 



in 



,.. 4- N 



tn nn ti» 

<P(Fx, TFx — Fa] ,,, [Fx— Fa) ^ 

poiur X finalement = a* 
Fx. Ax"et/"Fx.Jx" a'obtiennent d'rinema- 
•emblable : mala je ne pnU m* ^tendre li - Atum. 

J. 8. Oas plus purticulier. D' apres lea prlndpea 
lüels de i*£ 8 sa i de Calcul fonctioimaire, aeciion 
2» on^aponi iix eonMMnte, 



5c — a X — a — Ax 



2«^A(x— a)*^ = 



i^* 2 



, 9c— a — öArc rc — h — (n -i)Ac 

""" ♦ ♦ t _ I 



3^ 
ian9 arbltnirea ajpji^icei. 



Ced poae, Faß— FanAF«;. 3;A(ä?— a) + Bf 

2*A(jr— a)' + CFx. SSACä?— a)3+ etc. prendra • 
fproie smvmtß par le proc^d^ da $, 3. «n changeanf^ J|. 
9L+nAxet eiEPa^ant ce quiae delruit danaduque Üsl^ 

F(ar(^»AA:) — Fa— .^— ^AJF (a + ;i A ä) '■ 

* ' .' " 

J ^^——^ BF(t+iiA*) ;;- 

I. ». 3 y^ 



. +A«»,NF(a+nA*) 



•!• I 



MaTa on a anssi par le päragmplie pr^c^dent» ' 
executant le8 d^veloppemena differentieU et aupprini^ 
CO qae xzizä detruit, ' . '" 

A"Fa _ n ^ A°-'Fa „(n—i^ 

Aa"' "! I Aa*^-' "*" i. a 

+ • • • + NFa, 

A a etant ici la m&me conataote qne Ax, Cette rehti 
dea coefficieat e»t-la meillenre pour lea di£Fereiicea nnC 
•t la pi^miere poar lea difl^rencea finiea. 

Changeooa A etS en Jeiy^ il vlrat par 

'^ "^ I* a« 3* • • '^ 



I 
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I 

+ CFx. — ^-. f — + etc. 

I. 2. 3 

üiJL. — JL A ^"""''^^^ ■ _w (« — i) 
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B ^^n-. +. . . + NFa 

^ 9» Exiiension du cas pricedent. La ierio plof 
j^rale 

i 1.2 

1^ +CF^. -^^ — ' + etc. a pour relatlon 
iln coefficiens« 






I 






n 



+ •••• + ^^^ ou Tm enploy^ra i'il en eit 
betoin la formale conversionnelle $, 6. 

* I ffg fj 

4ppUcation L fFx.dxzzAFx^ ■ 

\itx.' — 1^ — ~ 4-^^«» integrale nulle par AP =t 

liimccette Delation pour d^iermiuer k, B, C» etc. 

f(fF».da} - V dfa y _ 

T jf,n-:f ' + ♦*• + NF«, on par h fot^ 

L. «11 L V f.'j — I a / J ' 
■e converaionello , ^ — 7 ? 



■:*-. 



V 
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a coiistaiite derenaiit fintlement a. j^Fx.dx^ >7iiHSi 
comme il est toojoors poatible a i*aide de« constantee 
tjonteea» nn fadeor x^^ n'^xige de plot qa'nn d6M^ 
lopp^mpiit plot ou moins grand da membre-gaache dm- 
la r^iatioD« ^ ' -^ 

CeB e^riea integrales o& chaqne terme est a Tarbitiig 

dn calculaieor, sont bien snp^iieares k Celles de B 

* « - 

vouLLi qoi divergent trop soavent, 

T ff 

JppUcation II. F« — Ft = AFf«. — 



1.2' I. 2# 3 

etc. a poiir r^Iation des coefficlens 

'^"'" /[""TT"- Vfa — f^y J 



<g»Fa 

z 



^ ^ ^fa»-' t ""775 ^ Jfa»-^ +^ 

+ N Fa La membre droit n'a pu besoin de convees 
sion 'difierentielle , f a 7 £tazit la Tarlable commiine. 

Seit tx~o nne ^qiutlon donn^e, Talgaire Öli 
iranscendantef oii a en m&me tems t^ 

Vx=F^^AF0. JjL+BFo.J^ do.^ 

^- eic 
Voila donc une cdiiTersioii fonctionnaire pläs item- 

dne qne Celles donnees jnsqa*aujoardhai» pnisqtie nciä 

"123 3 
eenlement a, mala encore la stmctdre de F , F , F, eldS 

j sont arbitialres. C*est leHetonr des suites de La« 

GRANGE g^oeralis^ par les fonetlons independantes« soidj 

une forme pratiqne commode, 

Exeniflü. De (x — fXdxTZo concinre imv^dlar 

tement Fx, £n preriant poar a la valear de x qul an" 

jauUe i'ial^giale: on tpomi.Fx U i<fie d*dessas, et 



AVX PONCTION0 ARBITRAIRBi» 4f 

relaüon lecarren e de« coeffiddeos» 

d^Fx _^ . d^-'^Ctx—pidx) 

Ix—fXdx)'' *" 1 d(^ix—pidxy-^ 

• • + N F f jtf , X • y changeant en a aprii lea dif- 
tiations« Ceite condition dcgage la r^latlon de toat 
y*. Je ne aache paa qa'on ait encore ^te&da lee 
ra de auite aux eqnationa dilFerentiellea» 

on in Za 2n 2a 

Le terme general RFf at. l^fx—t fa] [Ff jr— Ff h] 

Bo na 

.•[Ffjr — Ffa] d'une nn Retonr beaacoop plne 
lud out lea $.$.3 et 7. noaa aaaürent ^^alement la loi 
coefiideoa* 

S* lo* Soient ponr aimplifier Fx— FazrCX)» 

M II in 2n 2n nn . nn » 

|fc[F»-F a] [t *^F (« + k) ] . . . [F»-F(a+(»-i)k)] =(X); 

n 

X et X ces m^mea qnantit^a en j chingeant x an 
ipeilos dlfP^rentUtion« eventaellM: noiu anrou pu 

4|l|Hnrqae dn $. 7 . la r<«'"° varife de X nnll«. U an 
|Wli^qa*ea differentiant n fois »elon^ZZli l'eqnation 

(X)=:A(X)+B(X)+C(i) + etc., et divlwint 
iftDia par la difference qo'afFecte le premier coeffi« 

:, 3 diaparoitra chaqae foia nn de cmiz- d et«:::* 

reia «ncceaaiveinent 



niA= 



AX 



AX 



B = 



A(AX; AX) 
A(AX : AX) 



C = 



A[A(AX ; AX) ; A(AX ; AX)] 
A [A(Ai : AX) : A(AX : AX)] 

( A[A(AX : AX) ; ACAX : AX)] N 
ATA/'AY . AVN . aVay • AY^^ y 



A 







A[A(A^ : AX) : A(AX : AX)] 



A[A(AX ; AX) ; A(AX ; AX)] "^ 
A [A(Ai ; AX) ; ACAX : AX)"\ 
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Or le §. 7« 110118 ensei^e le developpement de 
cnfonction commune et dülerentielle: nous savons do. 
execater la n^«ine j^ ^^ diff^reDtiatioDS heteregenea« aa; 
autre peine qoe d' icnrt le r^aalut. 

$.11. Interpolatiort dr^ete,^ f""-x, f""'*}. Jf, f- 
f*x, f3y, etc. Ceat r^^^aluation de flL"x,poiiir 
fractioDoaire, Communement n ne patae paa }. 

■ 

£n prenant poar a» b» c» etc» dea nombrea de 
evite etc. — 2t — lyO« i»a»39 etc. la aerie ao 
male eat en meme tema one formale d' interpolatia 
Vo'ci de plna la in^^hode qne j'ai doDi 6e dana VEm] 
de Calcul fonctionnaire et qui eat au moina aingoli^ 

Seit f"ir— Ä?=A — +B — il^ +C ^^ 



i I. 2 I. a.3j 

i4- etc.» on aiun A zz ■ , * pooT wnnlle apri" 

la diffcreotiation, ce qne noiia repreaenterona ptr ■ ^ 
Mala comment difiFfreiitier nn pur indice? ^ 

La tranafonnation — ^ zz (x-x - f (Pj^- fi £c+4j 

+ f (^^*— 3^*^ + 3 ^x-x) — etc. ne cooTer^ preaqti 
jair.aia: ordonnee en fuoctiona aaceudantea» eile dobi' 
Qn resnltat en apparence abanrde: eile aiippoae d*ailleai 
qoei fx» f'^r, t^x, etc. aoient poaalblea; ce qni 0' 

eonvent paa.Ueu en Interpolation. P. £. dana L t C 
L^imLLi zzLozz — 00. Cherchona a tonrner o^ 

obatadea. — ^3 — . _ — ■ — 2- 

än an dn 

par $. I. Comme A, B, C, etc. ne contieunent pi 

TT on t f^«*=* + A -^ +B -^^ + etc. ^ 

I 1.2 

f «^f^^ÄÄf-C^ +A ^^ + etc.) = f"*+ -^ ^ 

I ' dX' 
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In -f (etc.) dn^ par la formule deTAYLOR. Sabadtn» 
faite de cette valenr» il vient en arrangeatit 

-j n A — -z • f theoreme remaTqoable, qii*oii 



enoncer ainai: 



^/i dhm * dx^ 



Sonmettona 7 le dcreloppfment de f ":^, et Piden- 

ilfde A + B — +C -^ +D -^ + eia 

I i.a ^ 1.2.3 

r*+^ "5r- — +^ IT' — +eicnQaapn^, 

««BzzA^A.. C = a42.= aJ£^*^; 

Ä.v dx dx* 

^-^-dT-^ Txi + ^' "P« 

«BDKIDWllt f«— * = A — +A 4^. -^^ " 

I . <»«. I.». . 

AJ(AJA) w3 A«?(A<f(AdA)) »4 

d** 1*2.3 . dx^ ■ 1.^3.4 

-l-etG. Joeqaea ici TEeaai de Ctlcnl fonction-» 

Uirc a la fin de la 4"^^ Section« 

m 

I 

Pon determlnef A je f emirquo que eette €qiiatIoii 
iSea pouT chaqae valeur de n: donc en prenant 71=1: 
troava en diviaant ... 

* 2dx * 2.$dx', 5.3.4^*3. 

La Bubatitation condniielle' de la valeur en parda 
me de A donnera one eapece de fracdon.^omtinaa 
^'m calcnl tres rebelle« 

Autrement. D^ignona A pa«]FA^ ponr aToir 

l^xzziX'^'T^x. -^ + etc, Nom iivroni amA • 

i 
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/ 

f»f« = f* + Ffjr. ~ + etc. et 

ff»«=:f(;r+Fx — +efc)=:fjr+ JpL^xJL 
^ ' 1 ^ ^ dx ' 1 

^-|- etc. parle thäorenae tajlorien. Dpnc puii« 

qne t^txzuft^x par $« I., Tidentit^ de leort d£irelop. 
pemeoa fournit , eo arrangeant» 

^^ — zr — 1 ^qnatlon oü il hnt d^tennlnf« 

Fx dx ^ 

Fjv = A. Sa TeBolation g£n£rale depend des diff^ 
rencea fonctionnaireat et ai on la veut praticable^ 
•IIa paaae encore lea forcea de chaque analyse* Dana lea 
caa particuUera il 7 a dea Teaaoarces eana noinbre, et lea 

fractiona cöntinaea aont noe dea plua aArea, 

11 
§. 12- Nona avona iti Obligos d'aatreindre le F« 

de la lerie noimale k des conditiona de nullitei- noua 

pourona lea 6i'iter dana la fraction continne nomulef 

z 2 3 

«. » F* ^^ ** ^ it* . 

^'-^•= A+ BT CT etc. ^"^ -^"^ 

tonl^ ^tabliaaona qaelqaea prellminairea. 

$.10. Theoreme, i' 2' 3' 4' etc. C/I/S^3^etc; 
^qnivalant a dea iettrea qoelconqaea » 



Si 0, = — 



I' 2' 3' w— I 



• n' 



' n—t,+ n—2,+ w— 3,+ ♦ . . 

3# 2' I' 



• • * 



2, + I, + 0/ 

91-— x' aat id le (n — i) i&me num^ratear et n-^i, l§ 
(n— -l) iime dtfnominatear: ainai.dea aatrea, 
DimonstriUioiu Multipliona V ^qnation 

^sr— —— • — — -— - pai le diaominateiiy da 



AVJt POHCTION« ARBITRAIRlg. 



4f 



2' n' 

ibre droit, i, + — r — • «t diTiiOiis*h pir 

laembre gaache O/ il Tient 

a' a^ w' l' 

1/ + -— r rV -— = — -— f et en tmifpoMiit 









Vildplions encore id par le d^nomiiiateor da membra 
hxät §t diTiaona par le membre gaache ^ boo» torons 



S/+ • • »/ I/ + 

i#+ o, 3,+ 

Lmp^tition du procedf procore 

r 



*+ 



I.+ 



etparla tnmi-. 



-•-.• 



t* ■ 



4^+ • 



pof&uon; 






1^ 

0/ 



_ 4' 



pdlt 



4/ T" • ♦ • ^^ 

3/ + . ♦ . O/ 5/ + • • • *•# 

m\% mirche eat uniforme » on obdeat fiaaleoMiit 



»/ + 



nf n — i' r' 



n — 1/+ ^ — a/'+.#«0/ 



IT o, et 






n' 



n — I 



n — 1/+ Ji— •a/+.>«o. 



$. 13. Problime^ Sommer 



n — I* 



n— 2^ 



i^+ n — 2,+ n — 3/+...1/ + 






4|5 Bui^UAHE, beVsloppe&ient geüe'raz, 



£n commenqtnt la sommation de bas en haut on 
*tient sacceaaiTement y 



D^nominatears o 



.1.- 



Numerateura 



i'|o,.-i' 



J2 10^+2,1 'jio^3'+3i' 



3«io,+3tt;i^+3'iaitO/4'+24,i' 



30|ft' 
10,3' 



04,2' 



43öiO/+43a/i'+4/3i' 
. . 430/2' ß^4i' 

210,4' 



3flio,S'+32/5i'+S3i' 
30.52 
10,53' 



•■ 



o-+U^2/»'+54/3i'+S3i' 
j; 543o,a' 52,4«' 

v^ 5210,4' S^'Si' 

3210,5' 30/52' 

io,53' 



5^+432.6i'+4/63i' 
(j 430/62' 2.641' 
S 4iO/6>}' 0,642' 
$ 210,64' 






.+65432/i'+^54^3i'+6,53i' 
65430^2' 6S241' 4/631' 
654iO/3' 650,42' 2,641' 
65210,4' 632,51' 0,642' 
63210,5" 630,52' 
43ÄAO/6' 610,53' 

43^/61' 
430/62' 

410.63' 
aioA^' 



-^+5432/'7i'+54,73 1'+7 
d 5430,72' ^ 2,741' 
5 5410,73' 50*^42' 
5210,74' 32,'^5I' 
3210,75' 30,752' 

io,75S^ 






Et ainai de anlte. Pouf aimpHGer je n* ai emplo 
lastraita dbliiictifs de nameratear etdeaominatear qu' 
dernier chiffire de chaqae prodDi\ Ces fractions eo 
'ineea aont lea valeora respectivea de x^ fi^ 3^ 4, 5, 6/ ; 
De lear conetmction on Condat 



n 
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, 4 






72 — 2. n — 3 



11 . 71 11 • 71 4' 



71 — a. fi— 3- .6, 

[T" W.7I — a.Tz — 4.n — S''^^ ' 



n- 



, 71 — T . TZ — 2**2/ • • • • 
I.TZ 3-«0, + ^ j^ 



1 



71 — I, n — 2. 



y* • 



• • • • 



• • 



n — I . n — 3' 



n — !• 71 — a. . 6, 



Wcolonnes de donble« produits sont represen ie% ici 
kpremier prodait des denomioiteors, et le dernier 
nit dea nan-eratears. On tronvera ie^ prodnitay 
itmdna aa moven dea reg*es anivantes cü les mote 

^s&m aopcriears aont pour lea namerateora et lee 
ponr les denoiuinatenra« 

I^« Diininiiez dans le prodait exprinie 1e chlffre de 
hdroite de \ jusqn'a ce q«ie voiib parveniez a ^» 

fi**. Diminties le second chiffre de \ et poaez a aa 
droite nn chiffre moindre de ^ • 

3^ Rep^etez ici la regle i^^» pala la 2™^ et coutinueis 
juiqa'a exhaiistion« 

4^ Diminuez le troiai^me cli)ffre de § et poaez a et 

dnn^e denx chfirea progresaivement noindrea dei 

^ SuT cea deux ch ffrea execatez lea reglea i^, 2^,3®. 

• Diminaez 1 qaatrieme chiffre de l et posez a aa 

Aroite troia chifFrea progreaaiyement moindrea de ^^ 

mr leaqaela » voaa exccaterez lea reglea prece- 

dentea* 
l Continaez de la softe et mettez lea produita ob-j 

tenna Tun •"' Tautre, Joienez la colonne des de^ 
aooa ° 

nomioatenra ä celle dea nnmerateiira, et la colonno 
totale aera CQu^truite^ 
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Un Gonp d* oeil attentiF et surtout quelques tif 
•criptions enteigneront micnx le proced^ q-ie ces feg 
longnes k enoncer et difBcilet a retf'Rir. Jamals i* aoJ]. 
differentielle ne decoavrirait cette loi qne Hindenbov 
et BuncKHARDT OD tTODvee on pea di£Per«iLment. 

$• 14. Probleme» Determiner le ri"^^^ deaoniiniil 
N de ia fraction continae des fonciions in epend-tnlij 

18 3 n— I n «+1 

- p Fjr ¥x Fy Vx ¥x ¥ x 

*"" A+ B+ C+... M+ iS+ (Tp-i 

n+i n+i 

Soit Fx=ro» ona xzzzb-^^o» valenr censto a 

n+x 

h X , 

' s'evanouissant par cette sapposidoMI 

Z 2 B 

«I T^ Fjc \x ¥x , . 

Ft— F*= — ■ , ■■ -^-p- --rj — devient pari.! 

A+ B+..* N . i 

n B— I 11--2 3 2 XI 

_, Fjtf Fjtf Fjtf Fjf i- » Fd>j 

**— M+ L+ K+.,.B+ A4. Fa--J 

. n+I U 

0n y changeant jc en F-^'o* 

Cette Solution simple d*an probl^mo A illimiteJ 
Adle antanf qoe neave. 1 

■ 

Application tres partict^ilüre, 

FÄirFo+ -r-r- -TTir ItT r^ i > donnesl 

A+ B+ C+ D-|-etc 



M+ L+ K+..* B+ A+ Fä-fi 

\ 

§• i;* Si Fx=o annnlle tontes les Fonctiona V; 
c£dentes, il Fant somner la Fractlpn Ciniinae valeui^^ 
N, et b differentier haut et bas n fois seion «• ^ 
$• ij. nooa en fonmit les moyens. 
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Ex€mple le plus particuliet. Developper Fx cn 
don continue a numerateurs x : c' est ä dire 



Fx=:Fo + 



X 



A+ B+ C+ etc. 



Les f ormuies cotbbinaioires ^u §.13. differentiees des 
parts, donnent, eri nous souvenaiit qua 1^23' etc- 
tous egaux ä jc et qü'on a ö/=;:Fjö— Fjf , i,=:A, 
:B* 3/r:C, etci* 

T3* A- ^F o ' AB. 3F0+3. ^Fo 

"— ABC.^Fo+4(A4-C).3Fo 
<ABd^Fo+io(A4-C>3Fo 



T"* ABCD,5Fo+5(AH+AD+CD>^Fo+io.3Fo 

tinui de suite i noud favons la loi de^ coefficiens Ute- 
et nuxtieriques des quantites dÜFerentielles. ^^ O 

■ -pour jgriö äpres lä reductionj aF^o est 



rv - 

-^ l lä m^xue conditioil , eit* 



et6 



ön trouve de ta sortö 

^^Atang (^-)== ---. ~ ^ -Jq: TTF . 

Ejtempte plus iteiiäü. Ö^ tx1±d tonclure F;i? iii 
m Continus d^une arbitraire« 



m&mes coefficiens qu*eri haut; ä celä pres qüd 
" ^ -i »Fo" -TT— ^j etamside suite* Ert 



dmänt f .;( nulle par supposition ^ rest« 



D 
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fa fa .. 

g- jj- etc. R 

de auite en fraction continue. 

n 

. . (l + N F ä) etc. se tralte a peu pres de m^ine. 
äi assez ditpourüne simple eeqnifse. Ayantdonned 
6iiltat8 xnoins limites que ceux conixus jusqu* aujöur 
y espere avoir justiiie le litre de Developpeii 
geiiexaL On me dispensera ici. de Pappliquer ä 
aieurs variables et de montrer au long V emploi dei 
Ctions independantes qui rendent le calculateur .n 
d^ chaqueterme dela suite» fans que la loi sepercl 
reserve ces details et V amplification de la met 
pouT un tralte d' Analyse fo nctionnaire. c 
prouverai, s'il en est encore bespin, que les.prp< 
combipatoires , moins bomes et oi'dinairement plu 
-tects que les differentiels , ne sont pas moins rigot 
c* est a dire > analytiques. ' 

Sans Panalyse combinatoire , manifeste ou degt 
le calcul fonctionnaire n' est qu' un cbaos des reduc 
decöurageantes. Oserai*je le dire?' Sans Tamal 
complet des deux methocles . la logique matbemat! 
qu' on nonunis vaguement ANALYSE n* atteindi 
uais la perfection dont eile est susceptible. 



i U III ii 



III. \ 

L Y N O M E C O M B I N A T I R £♦ 



roudra bien me permettre quelques consideration» 
oinaires. 

e iioint}re est uhe reponse"» la que- 
h: combien? D* apres cette definitioh • tireö 
liäture de la qüaiitite directe et intelligible ponx 
lemonde, höii seulenieilt ö^ r, 2, 3^ etc./f, gj, 
,00^ -*•!/ V^^^> ^^•z ttisti% encöre taiit, plü- 
irs, qtiel^üe, etc*» iontdes nombres« 

Alieu d'ecrire et de prononccir au long, uiinpmbrd 
iUonque» un autre nombre quelconque^ 
ireisieme nombre quelconque, etc^ Ics 
F9tes modernes se servent des lettres alphabetiquea 
iconrant au besoin ä differe^s alphabets, -a des traits^ 
»oints et chiffres distinctifs. Quelque commode que 
:et expedient , sur tout pöur Timpression y les chif- 
■enferxnes dans un angle » un arc de cercle ou autre 
? simple , sont bicn superieuf s : en rcndant V algt^ 
}ute numerique, ils aident Toeil a decQ.uvrir les 
complfquees. Les Arafees se seryirent, je qrois, 
)remiers de. ces symboles parlans qu' on a laissÄ 
er en desuetude, faute de c6ni;iaitreleurs avantagesi 
RITZ et Newton ont chercbea les faire. revivre pour 
res usages : mais heureusem^ nt on ne les a p^s imi- 
et CCS sign es sont en ce momentune t^rre vierge^ 
on peut tirer un meilleur parti , comme on le ver- 
ns monEssai de Caracteristique Combi- 
3ire* 
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L<r^ abbieviatlons methodiques etant Tarne du 
cuL, celU*^ dout se sert Diophante sont asstl^rement 
;diaiCA<uxK;s; «t uMigre cela notre algebre a ete tai3 
«kellen i *<? farnier, parce que les progres de Va 
huuuiu iie se fönt jamais par sauts considerables* < A 
ts>u^ ^iie beaticoup d'idees fecondes meurent dan 
t^te ou le portefeuille des auteurs , et que publice 
luoade savant n^j fait souvent ^as de loiigtems -ai 

tioii. 

Carkot^ dans saX^^eorie des machines» soupqo 
qu'une revolutlon aussi heureuse que celle qu' a cl 
ge la face de la Chymie, attend les Mathematiqi 
Dans une science ou le fond n'est päd susceptiblc 
changexnent , eile ne peut avoir lieu que pout la ^ 
racteristique ecrite et parlee , et tout au plud pour : 
methode plus lumineuse dans les elemens : on sent 
puis iongtemS que ceux-cl poutraient dtx'e a lafoifr] 
riches et inoins voluaüneux , et que les ideesypoma! 
quelques fois fetre mieux fix^es. Ce n'est qu*en ] 
fectiönnant la science combinatoire qu* on .y parvied 

Chiffre signifie en general un signe de qaah 
elemeiltaire , commode |)0ut la combinaison« Les ii 
fres arithmethiqueä , liSs pat des conditions de numi 
tion , sont les elemens du nombre ordinaire : les Ictti 
6yniboies de nömbred indeterniines , constituent d< 
xn^me maniere les elemens de la fonction. Sons 
aspect les lettres dePanalyste sont des chiffres ; 
gebriques » s6s fonctions sont des n<! 
bres aigebriquesj^tr algebre, ou plA tot ranalj 
est reellement une arithmetique imiverselle , coi 
Newton la nomma; II s'ensüit encore qu'une foni 
est le resültat eventuel de c^rtaines Operations numl 
ques ä faire avec des nombres, dont on considere uf^ 
plusieurs comme variables^ c* est a direi susceptiblesj 
valeurs arbitraires. 
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fin de mieux comparer les nombres el; Ics comb!- 
jIus facilement, T arithmeticien les ordonne en 
ies puissances de dix , et P algebriste les develop- 
ünairem^nt en serie d'uiie variable. Je dis, ordi- 
lent; car souvent d'autres developpemens meri- 

preference. 

> 

Ton comp tepourrien les longneurs, le binome 
luenenffitpour executer tous leß developpemens: 
neme de Taylor aux diilerences finies en est tme 
et utile generalisation , quoiqVü ^'eVite pas 
rs les circuits et qu' il laisse souvent echapper la 
«e calcul des differences de toute espece n' a point 
e base» Une inetbode developpatoire plus eure 
\mlyse Coxnbinatoire ou TArithnietique uni- ' 
;lle ordinale, en prenant ordinal. dana ie 
J plus etendu , comme adjectif d' ordre. Ce rap- 
eanent, que personne que je sache n* a encore fait» 
in semble P avoir senti , ä eix juger par divers pas- 
ie ses oeuvres , par les coefficiens qui portent son 

1 par son projet d' une Ideographie numerique, au 
de laquelle il se promettait de calcujer le raison* 

L Cette Ouvertüre fftt suivie en partie par M o i- 
(ernoulli et Boscowich; mais leProfesseur 
enbourgy qui pour Petendue et la facilite des 
3s laissa ses devanciers si loin derriere Ini qu' on 
Ire qu' il a invente P Analyse Combinatoire , rea- 
premier Pidee confuse de Letbnitz , en rappel- 
ites les regles fondamentales de la science a con- 
des nombres avec des chÜFres dojines, indivi- 
nent ou en somfn'e. Pour conserver a cette con- 
Lon toute la generalite qui lüi convient , il fant 

2 etc. -|- lo^*' + IG* + 1 4- 10-* + IG—»» + ^*^^- 
chelle de numeration. En pratique a passe rare- 

: ou a. 
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Apres Pexecnrioh arithmogTaphiqne des 
combinatoires , Hiwoeiibourg a donne la lexi^^^ 
graphiqne, qui ordonne iesfiles egalea ou iiie_ 
comme les mots d'nn dictionnaire , et la stßiegf. 
p h i q u e, qui assemble ies files horisontales d' apres qri^ 
que loi dan& Ies rangs verticaux. £n attendant qiiej| 
£asse mleux connaltre ces differens procedes » je reii|| 
qnerai que tous constitnent uii Calcal ordinal«!, 
des rapports de Situation , absolument independsBt L 
Taiialyse vulgaire, »ans pourtant lui devcnir etraii|l. 
J'avertis ies personnes curieuses d'etudier la triplem 
thode de Hindenbourg dans Ies ouvrages mimes'l 
ce savant, que ses premiers *) n* en contieiment quij 
germe et n^ont plus en ce moment qu*iine ▼alenrjjj 
storique. Le perfectionnement de T Analyse Onlbiip 
tpire se trouvc dans Ies cahiers de 1* Archive ntath 
xuatique^dont ronzi^meaparu cette anttie, datis.i 
premi^re et seconde Sammlung combinatorisj 
analytischer Abhandlungen, pnbliees par Wl 
9EN60UAG et imprim^es a Leipsic dans ces demii 
fem«. Les etrangers , qui ne savent pas V allemaiii 
langue aujourdhui si n^cessaire a tous les gens des U 
tres» peuvent j suppleer par les Disquisitiott.4 
analyticae du Profefseur Pf äff , ouvrage qui a OM 
nu 1 estime generale et qui contient pres de cent pa|^ 
^ur cette matiere. ■ 

Dans mon Ttaite d*Analyse. fonqti onn4{i 
combinatoire« assez avance de ja pour voir pe^ 
etre bientot le jour, j'ai tache d'etendre le domaa 
des combinaisons, en les alliant intimement avec le oj 
cul des differences. I* ai surtoat ete soigneux de dl 

*) Infinitinomii dignita^nm hittorit» l«get «c fomiTilae ; Ol 
dingte 1779. Nori fyttematis permatutioniiiii » combinadoirtl 
JQ Tftritdonaiii primae Ui^oae; Liptias y78i» etc. ^ 



POLTVOME CoHfilNATOIlIX« 



yj 



les deux analyses^ en 'degageant lenrs avenuesy de 
lines epincs qu' on leiir reproche. En disant ceci, 
pretena certainement pas jetter de Tombre aur les 
inx de znes predecesseurs äqui je dois tout; je he 
qa* annoncer le point de vue de mon traite- La re- 
>n des decouvertes d' autrui est si peu de chose en 
meme» queponr 8 e la f^ire pardonner dn public, il 
dumoins ameliorer ou faciliter la forme. Au com- 
tent d*tine science tout est ünportknt et on ne 
£tre trop detaille: mala a t-elle pris consistance 
reat-on la präsenter en corps de doctrinet il faut 
ier ä une precision energique et snpprimer les 
»res steriles : sinon, chaque methode devient 
lUbliotheqUe 9 et le stndieux perd le conrage de 
; prinpipalement de tios jours » ou 1* homme 
tldSies doit savoir un peu de tout, c* est ä dire» une 
le de choses. G'est plus que Jamals 1* occassioa 
Viöier avec Hippocrate : 

Mon traite, comme ouvrage etendtr, n* est pas tout 
dans le goftt de V echantillon combinatoire, que 
[siEre en attendant aux amateurs jtrangers, et qui n' em- 
ise que cette proposition : 

Dan» F(a^b;v+CA?* +etc.)r:Fa4.A — + ^ 

UL4. C 4- etc. d^terminer immedia- 

.1.1 »^ I.2.J. \ 

lent le coefficient g^neral N. 

Le ProfesseuT Arbogast a recemment resolu le 

töme avec une elegance qui laisse peu a desirer. 

transformätion des quantites indöpendantes c,d> e, 

en DÄriv'esde b, et de les diflEärentier comnie $i 

le diffö'encen*etaitconstante,pourremettre succes- 

lent c , d , etc. a la place de leurs equivalens dif- 

itiels» est une idee eminemmcnt ingenifuse. Oela 
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n' empeche point qne les proc des directement c 
natoires de HmoEMBOURGne menent encore plus vite 
but. Montron^ le, mais auparavant vojons jnsqu^i 
parvient le simple calcul differentiel , afin qn^ on 
inieax juger de la difference des methodes. 

JJ. I. En snpposant b-f-cjf4-^**+ ^^ —^ 
JFa_ ., ^IFa __., d3Fa ^, • , 

Im 

rSme de Taylor donne 

■ 

^ l ' ti9 ■ i.a-s ^ ; 

• 

Cette equation differentiel n fois seloA ;r , ieyi& 

^ ? ' i,a~ 5 rf«» T_ 

, B' d»(«=fi») , - 



> 



+ l-IiTn ^f!,-' +*^^«^ 
d'oü par je nul, condition qui annulle 

^_ A' ^"(ofo) , B' ^(o^fo») ../-s 
• — *T^ 775 ' T TT TTn « + • « 



K <l"(o"fo») 



I 



Ico signifiant ici, qu'on change x en o apres, lä difi 
rentiation, Par le theoreme ^"(pq)zip<Z.'*q-j 

4. ^ rfp. ^*^- 'q -{..etc. notis obtiendrons enfin cctl 
cxprcssion simplifiee: 
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t A' < £°-'fo. n (« — i'j 

N' 
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I 1 



^0 



n— t' 



*T^ • • • "T"* 



J. 2.;n 



fo". 



(l 



\i nons differentions Fa-j^A — + ^^c. i:: F ö -f. 

fif 9c-f etc. 72 fois Selon d{xix) consunte, Paimnl« 

A d^o . B J«.o* . 
.ondc X procura — ^(^f^„+— -^^^f^ + • ^ 



.. + 



1.2, ,w iiCofo)'* 



= N'. 



lemarquons que pour le cas de :i; r!^ o » la fotmule 
lionnelle (Dev. gen. jj. 60 change 






en 



L dx \ Jffflß — ofo J J 



en 



— '•^°'"'' {;jc'^-'> fy^3 

fcdnisant et noiis souV^Hant que x seul ttt sounlis ä la 
^erentiation. Le theoreme ^°(pq)~pi{°q + et«, 
«la sabstistution finale de o ä ;i? changeront cette fön^M 



^fo-» rf».o 



• r 



henona successiyement r rr i > 1= 2 > etc% et substituons. 



Ivientenfin PfziA 



_, i^n-i.fo- 



n — I 



B 






(n-i)(;n^2) 



+ . . . + N. f o- \ (II 

Les relations reciproques I ,et II aont remarquablea 
te c'e que F et f caracterisent des fonctions quel- 
conques. 
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L^eralnation de , * - • — -et r— *- — -— a 

reduit a elever f*rr*+^J^+4^*+ c*^c. auxpuiSsance 
t el^n poTir ne conserrer des developpemens respt 
,Ctif8 que le coefficient de «**"• ' multiplie par r. 2. 3. .n-: 
Au moyen du calcul differendel on obtient assez facilc 
joaent ce coefficient en serie recurrente: mais coinm. 
ce n*est pas ce que nous voulons » passona* aux proce 
des coxnbi^atoires. 

§. 2. Ledeveloppcnicntde fo'' se chargeant de cocl 
ficiens numeriques qui embrouillent bientot la loi, pai 
tons d' un produit tie series difFerentes, et pour rendr 
V execntion typographique moins sujette a equivoque 
prenons X«pour variable. No^is aurons taut de seriesjqu^ 
noud voudrons au moyen de la notation suivante ei 
coefficieas Leibnitziens. 

X=l.X + Lx»+3.X3++N.Xw +etc. *) 
N , aera tonjours le coefficient de X^ . La serie definii 

^ ' t.X*+-t7J.X^+' + .tta*X*+»++?i.Xtt 

q , ^ a 

6*in^uera par tXu»et son coefficient general par tNu 

Dana cette expresaion je nommerai conatamment q h 

Ponx laclliter mvol ^trangän U lecture 'imm^diate das ovl 
Traget combinatoirat d« Hikdenbouho » j' expliquerai ta no 
^tatioB aus «näroiu convenablet de cet ecritr qui en deTiendii 
d^attunt plus intelligible ppnr les geometres - combinateon 
allemaiis. x i, x 2-* . nn detignent Coeffleient premier» ae 
cpiid«.. aiemp 

•) i=i.X + 3.Xa + + N.XN+ etc. est cbez Hindbnv 

o 

p'=Mi.x-fM3«»3+ 0te. et N est p K ff ohez lai. 
,X;^=-t.X*+.^+d.3C*+** ++U.X» est che« Ä 
y^kJ^^ Bx"+*» + + A»"':»'"*» + etc. 
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arque» t et u les indices, La marqne eqniTaut 

Jes traits. lßr = N"", 

S> la dUFerence des exposans etait d, on noterait 
9 q 

f , X ^*2 et I N ^"^^ • Ces forraes eont un peu cHargeea, 

re qu' ellee apprennent cinq circonstances de la aerie. 
o e 00 

\Examples, 3|:=:i.X-f-3.X' + 3.X3^.etc., 

a X = a. X» -f. 3. X3 +;J. X4 + ettf. , 

2 2 2 2 2 

6X8 = o+i.X + a.X»-|-3.X3-}., 
Xp^> = 7.X+4.X4+7.X7-f-il>.X'», 
,X^*^ = 5X5 + i.X-*+0'.X-»; 



Le6 chiffr«s barreis » dont on ne se sert plus dana la di* 
Tmoii, signifient chez moi des chiffres negatifs. Ainsi 
*»!»>» Ä» equivalent ä — a: — y, —7, — 9; 
fOQlooX rr 7991992 > L 1*555 ~ ;J, 3010300. La ckracte* 
tbipe barree n' Indult Jamals les conimenqans en er- 
comme le complement arithmetique. Je donnerai 
jbas une aui^e occasion le calcul extr^mement rapide 
chiffires negatifs 9 par lequel on extrait en trois nu< 
es une racine quarree de douze figqrea« 

$. 3. PouT abreger avec clarte une fonctlon d*une 
sa de plusieuTS. series marqu^es , je surmonterai leur 
iable commune de la mime fonctlon de leura mar^ 
8: moyennant quoi 

q Fq Fq Fq Fq Fq 

FXrrX=o+i.X + 3.X»+ + N.XN -j-eta •) 
est donc Je coefficlent de X" dans le developpe«^ 

q Fq - m . 

•) FX:r X- etc. + N. X^ -f ete. est elissH» 

If^zM + nua + ni^x^ + ttc ec aoi»l?«sctra(Pp)tMi 
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ment de la fbnction d' une serie dont les coefiicielis son 

marques de q traits, 

p q, r(p.q) 

¥,(X,X)ZZ etc. + N . XN + etc. Ainsi de siute 

Exempler* 
^ pq M' p<J p<T 

X.XrrXzra.X»=:3.X3++N.XN + ctc 

p q ptq p:q p:q p:q p:q 

X:Xr:Xr=o-f i.X+2.X» + +N.Xn + etc. 

TV-ir-i X r..zr..z v..i r..i 

X.,X.X...Xr:Xzi:r.X' +.rti.X'+i ++ N.X'' +etc 

Enprenant toutes los marques ^r^ Ce produit de derlei 
devienc nne puissance et on a 

q q q' q^ q' q' 

<X)' ouX' TzX~r.X' +.rti.X' + ' + + N.X^+etc 

q . q q-' q-' q-^ q-^ <r^ 

(oX)rouoX-'=oX=o + i.X + 2.X*++.oN.X«+etc 

X, 6e lisant ,,Logaritkma naturel de** L^ a est, pai 
les princlpes fonctionnaires duDeveloppement ge 
neraly la m&me chose que XJL/s et L'^^a equivaa 
a 3» 7x828183^* ^ ^^9 snfEt pouT comprendr^ 

q Lq Lq Lq £q 

i(oX) = oX=i.X+5.X*++.^N + etc. 

q L""Iq L— lq £— lq L— lq 

£-1 (X) rr X = I + X . X+.2. X* + + N. X'' +ctc 

VoUa asaez d* eclaircissemens. Ma tacbygrapliie par 
(ante 9 ovi chaque coefiicient porte sa genealpgie a« 
front , est analytique autant que combinatoire. Daa 
l'Essai de Caracteristiqu e Combinatoirff 
ouvragc dont je grare actuellemeat les planches, fm 
etendu cette notation a plusieurs. variables, et au moyei 
du cadre ~( , je Tai tellenaent preserv^ d'equivoqu< 
qu'on peut, dans les grands caleuls, m&ler» sans aver 
lissement , les fonctiöns combinatoires avec les fon 
ctioiis analytiques ordiaaires, Les formes tronquee 
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quelles m'oblige T Impression , mc suffisent au- 
Ihui y et avec \xn peu d' attention le lecteur ne s* y 
Lpera point. 

7.X + + N.X^^ +«tc.est|Tf=riJx + +'pr|jc° + etc. 
ts les formes a cadries. Mais revenons ä N et N. 



*.. I x., r 



T..I 



T. . 1 



5.^. Dans Xirr.X' -f-.rt i.X'+i + + N,X» +etc*) 



I..X 



consiste en une somme de produits r"***^** ou der 
;urs» et la somme des numeros de chaque r^'^^^^ y 
toujours r exposant de X^ . 11 n' y a donc qu' ii 

[icrire tous le nombres r"*'^®* a somme N des chiffres» 
nirmohter par ordre des marques r» r— -i, r — 7,9 

[^es 1 9 et leur preposer enfin .-|-j pour avoir la va«» 



r. »z 



^.ilearde N. Les chiffres dont je parle appartiennent ä 
l'richdle etc. -j- 10** -|- 10* -j- i. 

hcemple i'* On demande le co6flident de X? du 
IMoppement de" 

X=(i.X-f.fi.X* + etc.) (i.X+etc.) (i.X + ctc.^ 
H ~ 7 donne ici 

^..i 3&1 321 3>x 3t2 

7~+ii5 + ^14 + 41^ + 511- 
124 2^3 421 

133 «S^ 

14a 241 

Les marques 3 ^ 2 > l et le signe + sont censds t^-> 
fs a chaquie produit. Je T avertis une fois pour tou-* 



mv •) X = r • X' 4- + N . XN + etö. est chez H* 



T.. 1 



ü.,vqp ^ Kt, X^ + k(r-f i). Xf +r + etCi et N 01C 
^"Wttlui (u,\qp)M,n en tvertisiant que les teriei multiplieet 
ii^iQBt au nombre de r. 
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3 « I 3 a 1 

tC8. On sait que 115= i.i.y, et ainsi des ai4Ä 
La auppresöion des points iie peut occaworiiier de V'mt 

biguite. 

Quant ä la meiUcxirc maniere de trouver tons l« 
nombres r"'»»'«* ä somme donnde des chiffres , c est d' 
crire, comme j'aifait, d' abord le plus petit nombi 
jmis Piramediatement plus grand, puis le suivant; c 
continue de la sorte jusqu'ä ce qu*oii parvient au piff 
xnier y^*''® penverse, et il en resulte tine Colonn 
- rangee^'c' est a dire, de nombres asceiidans. Lorsqr 
la colonne devient longue, on peut larompre eil se 

üons. 

"Cctte Solution du probleme ne laisse rien a d^sb. 

'pour la simplicite: eile est, comme on voit, une cö^- 

«equence de ma notation Leibnitzienne , qui, pour dti 

ii la fois analytique et combinatoire , ne demande "i 

traduction xii explication. 

p p <i q 

If a, etc.; i, et» etc. 9 equivalcnt k a, h, eS 

marques de ^ ou ^ traits , avec la difterence pourta^ 

que les nombres constituent un ordre plus expresslF qi: 

celui des lettres, et que leur süite n'est pas bomä 

comme celle des alphabets. * ) La marque emp^che J 

cofiföndre le coefiicient Leibiiitzien , nombre quelcoc 

que, avec les nombres vulgaires, et 3. | n'en est pi 

moins clair. que 3Ä'"""" ou 3//«. Ici il fautmiiiC 

^ . «ouvent un d'avertissement pour discemer 1' indice d aw 

«n exposant. 

*3 HiNDBNBOimo qivL a tu tiier tout le parti potsibla m 
latcrei , tggrandic indeünimeut lei «Ipliabetsi «o nocant N t 

q^®"*^ lettre' apres N, et i? la q|^ lettre ptecedente. Dm| 

fna Botätion k Cadref ce serftit (n + ^l et 1« — qj j \n] ^^fg| 
>aUBt a N. 
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Exemple a^ C'onstruire le coeffidcttt de X*^ dant 
ioveloppement de X^^^ ~ 

[(i.X+J.X44.7.X74,iaX'^X (r.X+'+io.X'<») 
( . (l.X+etc> (i.X4.etc>. 



• • 



Ce coefficient est ca^^ z: 

43»« 43a«* 45*1 4S»t 

i.i. 10. 10 -|- 4. 1.7.10 -j-7. 1.4. lo + io.i.i.ia 



1.4. 7. 10 
1.4.10. 7 
17. 4. 10 

1.7. 7- 7 
l.'Tiio.4 
X. 10. • 10 

1.10-4. 7 

1.10.7. 4- 
I.Z0.10.I 



4.1.1a 7 
«4.4.4.10 

4- 4- 7- 7 
4.4. 10.4 

4.7. 1. 10 

4.7.4. 7 

4- 7- 7- 4 
4. 7. IC I 

4. 10. 1.7 

4.10.4.4 

4.10.7.x 



^. 1. 7. 7 
7*1.10.4 

7.4.1.10 
7-4-4- 7 

7-4-7-4 
7.4. ic.X 

7-7- I- 7 

7- 7- 4- 4 
7.7.7. I 
7.10. 1.4 
7. 10. 4. 1 



10.1.4. 7 
10. 1. 7« 4 
xo. I. xo. z 
ia4. I. 7 
X0.4. 4» 4 
xo. 4. 7. s 
10.7. .x». 4 
xa7. 4. 1 
xo. 10. X. X 



^ j^. N , coe£Glcient g^neral du dereloppement d« 

t=r(i.X-|7 2.X*+3.X^+etc.y ne difFere de N, qtfc» 
i^e toutes les xnarques sont q^ ce qui rend egaux 
liicteurd ä xn&me numero. II suffira donc d'ecrire 

^naires rangßs > ä somme N des numeros-chiffres, en 
iposant ä chaque r"**"^* le + «t le nombre des per- 

itionSf dont ses numeros ^oot susceptibles. 

P entens par r"**'® rangi tin nombre de r chit 

dans lequel im chiftre moindre ne suit jamaia ua 

grand 2359*6666,4477 »ont de« 4"*^^«« tangei; 
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^441213 est im ö"*»"^®, ränge ä rebours; 511^1409 
ne sont ranges dans aucun sens. 

Exemple i\ On vent eavoir le coefficieni 

^^ q 4 

du fieyeloppement 4e X ?= (i.X + a-X* -j- etc.) 

forme du paragraphe precedent, nous donne t( 

«ult^ en emplG^ant lee coefäciend numeriques c 

mutations » 

q» qq^ q q,q qqq qqq 

- =3»i**5 + 6.i.:2.4+3-i-3^ + 3-a'-3 

. C^est^atid douteune precauUon stiiperflue que c 

tir que 1^ et 3*, ^uärres de i et 3 ^ ne doivent 

' ' ' 4» q^ 

jrefhdre pour i et Si coelEciend du developp 
: ^> • q 
dÄ.Kc:(J.X-f.etc.)*- 

Exemple 2^* Dans X^^] determiner le coef 

de X"* II est, enmettantun coefficient depermu 
a chaque 4°*^^® ränge A\x fecond exemple du 

q. q qqqq q4 q4 4 

'■ 1S.1». 10*4-24. 1.4.%. ie+4- i«7^-K.4*.7-+4.43. 

Bans ces deu3^ exömples noud avons dedi 

^coefficiens numeriques 3 > 6, 3 , 3 et 6, 24, 4, 

de la permutation reelle. Comme c^ procede rat 

Ibientät des bornes aux solutiond praticables , on 

combien il serait avantageux de n'ecrirö que les 

-^^nttmerod •aoombtes ranges et de leur preposer de 

»ouav^^peu dexalcul, Xcs coefliciens de permut 

«Dey^loppond donc cette theorle^ oü ia plus granc 
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Pfilite aiira encore la prerogative de miüiix presenier 
fc)i. 

$. 6. Arranger tu chiffres differens eil 

ires 

j^naires^ ün des m cliiffree ayant la gauche, led 
i^-l chiffres Tcstans ibrmeront autant de binaires avec - 
n. Mais chäcun des m chiffres peut avoir la gauche : 
IOC en tont f« ( tw -^ I ) binaires possibles^ 

jiiaires^ ün dcs m chiffres ajant la gauche, les 
I— I restans formeront (m— -i) (7;/-^«) binaires a 
^droite, et partant autant de ternaires avec lui. Et 
le chaquc chiffre peut avoir la gauche , le total des 
'** est w(iw — i) {m — 2\ 
^naires^ U^ ^es m chiffres ayant la gauche , les 
I reftans formeront (/tz — ) (m — a) (tw — 3) 
üres^ k sa droite , et partant autant de quatemaires 
recluL Et comme chaque chiffre peut avoir la gauche^ 
stotaJdes ^^^l^^ est m(m — 1) (m — 2) (m — ;). 

le raisonnement demeurant le meine pour les 
'i 6"*^*^®^ 9 €tc. , et le nombre des facteurs regulie- 
rt decroisans etant toujours celui des places , il en 
Itc le theoreme suivant, qui est la base de toute 
ilyse Combinatoire de quantit^. 

[nW chiffres peuvent s* arranger en ti'^^*"'®^ de m (zw— . i) 
(iw — 2) .. (m-^Ti-j-l) manieres,^^ 

Comme on p6ut nunieroter chaque suite d'indivi-^. 
et supposer un ordre dans des places situees oü Ton 
:, la Solution a toute la generalite imaginable. Ori 

»Hera pas que les chiffres dont je parle appartien- 

au syeteme lo^ 

Si 1^ irecherche du nombre dcis r"***"^^* appattierit- 
ilyse de quantite, celle de la forme des r"^»^*^* 
ffa resöort de l'analysc de qualite, science qui est 
re au berceau, ä bien des egard». 
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I , 

On arrange le mieux en r"**'®' en partant touj 
des chiffres Ics plu8 bas ; et alors la marche que.' 
euivie en demontrant, doiine une colonne ra; 
Quand «Ue est construite , on verifie son exactitude^ 
le nombre connu des arrangemens. L'exercice ap 
les regles partielles plus vite qtl'un enonce verb 
pe saurait etre couit* 

Exemple J* analyse de quantlte. On a I^s 25 
tres de T alpliabet dans une urne : en tirant dix föä 
^uite une lettie , quelle probabilite 7 a - 1 r il qu'on 
tiendrr le mot bonefacius, dont beaucoup de 
chands' se servent au lieu de 0123456789 pour 
tograpber leurs prix? 

Le noxnbre des lo"^^*"®' possibles avec 115 nuniei| 
chiffres est 25, 24. 2-^.22.21. ^o. 19. Ig- »7- 16, parmifi^ 
quels il n' y a que le seul oi2345'6789qm puiif 
former bonefacius» En faisant le calcul on,traui 
xa'donc la probabilite 

Iiii86i(S 76287999 
Si 1000 ecrivains livraient chacun loooo deij 
par jour, il leur faudrait plus de 3245 annees pout'^ 

ecrire tous. 1 . 

.> 

Quand nous voyons de T ordre dans une long 
6ui(6 de cbose« qui pourraient etre disposees autrem^ 
notre raison en conclut nn dessein; c'est ä dire unci 
telligence qui a preside a leur arraiigement : plut 
^ombre des dispositions possibles est grand, plus 
epoques ou elles revieniient sont frequentes^ plus > 
coriciusion acqtiiert du poids. Coinme tout cjq,%. 
nous appercevons dans le monde physique Sporte c 
ractere e^f pressif d'ordre qui dure depuis un tems 
il y a dqnc oo** ä parier contre i ' que T ordre 
noüs appcfcevoni dans le raönde n* est pas V effet d 
fatalite aveugle. Mais, dit le Systeme de la Ni 
puisqueles choses doivent &tre arrangees det|uelqtli 
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e, il ne faut pas s'etonner qu'elles le soient de lä 
iere actuelle : tout etaiit conseqi^ence de loix neces-' 
\Sj les.phenomenes qui annoncent le plus de des-* 
, tels qtie la ftructure des corps organiques , la 
ervation des especes^ ne sont^aufond qu*unresul- 
urprenant obtenu par des des pipes. L'auteurou- 
que des des pipes prouvent tine intelligencc qui 
i pipes et que ixotre raison juge d*apres la probabili- 
; non d* apres 1* eyenement. Aussig inalgre toutes 
)bjections , le dessin manifeste qne presente un oefl, 
)ied , nnc alle > etc. , demontre un fetre supreme« 
e preuve, Sans contredit la meilleure de toutes » est 
a la theoric des combinaisons. 

Ezemple SHanalyse de qnalite. Determjner les 
Igamcs possibles ä trois, en quotites differentes don- 
;, des meuux les plus pesans; le platine> 1 or, \e' 
jstene et le mercure* 

"Niiinerotons ces metaux 1 , 2 , 5 , 4 et desi^oils 
gnotites par les marques arbitraires 1,2, 3 , ' nou« 
verons 4. 3* 2 ~ ^4 amalgames possibles, que voici t 

321 321 321 321 ^^ 

+ 123 + ßi3 + 31^ + 4t2 *) 

124 214 3M 413 

132 231^ 32^ 4<1 

134 2^4 324 423 

14a 241 34Jt 43* 

143 ^43 34« 43* 

Siron reflecbit que nous connaisson$ deja tine 
rtaine de nictaux, et que les quotit^9 differentes va- 
ttantles arnralgames, on sentira combien dexperlcrt' 

*) HiNDEWBouAo lAdiquei ce resolut pÄt C* f I 25 4Jt 
oii^jntt lettre de V aiphabet indiqaant qu' on Ässemble k ^, 
B Uli N' [X 2 3 •.*«].««« 1» colonnd des ««»»res formes de« 
Erei I jasg[ucS tn # qu'il ftomme VffrUitionts simpUcitef^ om'mU 
tiüxnuhuU -V . 
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ces il faudroit pour avoir üne thqorie un peu complel 

4e3 COmpodes varialbles ö^fti^es^ jnaires^ ^naires^ ^^^ .^ 

§• -. Corollaire, Lorsque le nomore des places 
celui des chiffires , V arrangemcnt se reduit a une sii 
permutation , et mzzn donne ce theor^me secon< 

„71 chiffres difFerens produisqnt i. 2. 3* ./i nombres n} 
par. transposition." ♦ ) , 

JExemple. O 1 49 peurent alndi se permuter sur 
tre places de i . 2. 3- 411: 24nianierea 

+ 0149 + 1049 + 4019 + 9014 
0194 1094 4091 9041 
04 * 9 1409 4109 9104 f 

0491 1490 4190 9140 3 

0914 1904 4901 9401 
0941 1940 4910 9410 
La seconde moitie de la colonne est hu prenuk 
disppsee ä rebours pour la suite des 4naires ^^ j» ^yjj|, 
de leurs chiffres. 

PxOur en donner xine, application , voyons qi 
aont lefi^ arrangemens permis de ces quatre 
omnia viacit labor improbus. £n les numef^ 
tanto» I» 4» 9 nous trouverons que les 24 arram 
mens ci - dessus donnent tous un sens clair. La traitt 
ction francaise, un travail opiniätre sürmontj 
chaque difficulte, et rallemande, eine undl 
jnudete Arbeit besiegt jede Schwierigkei 
ne souSrent point de transposition : il en est de mM 
dans töutes l^s autres langues europeennes vivantesü^ 
dialectes slaves exceptes, qui ont des cas reels. £n ctm 
clure que le poete latin, dont j' ai tire cette sentence m 
^u d^ns ^a langue plus souple plus de facilite ä faire^i^ 
bons vers que les poetes modernes » serait assureniej 
abuser des combinaiions. Virgilj^ n*avait pour mod«| 
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sublime 9 mais incorrect Homue're: il travailla 
a vie a V Eneide et voulut qu' on la brülät apres 
t; preuve que las Komains d' Auguste n*etaient 
>ins delicats que nous. 

g. Corollaire. Dans le §. 6. chaque arjrange- 
le« meines chillres revient dans ses i. 2-3. .w per- 
ons dont une seule est r an g e e. Le nombre des 
ranges est donc i.2..7z fois moindre que m(m-i) 
-w+i)> etpartant: . 

ittres ditterens donnent ^ ■ ■ 

1.2 • 3 • • ^ ^ 
es 72»»*»'" ranges.** 



JExemple P^ 



\ 



Xr=(i + T.X)(i4-2.X)(i + 3.X) .• (r+k.X), 

k 

ficient de la puissance X^ du developp^ment sera 
: ä la somme des N°"^'®' ranges des chifires Leib« 

• • • 

IS 1 9 2»> k. 



li tfir+ 123456 4- 1515678 Icspointset Ic 

• 123457 134567 '■^^ et^xit censes 

12J458 13456g repetes a cha- 

123467 134578 que 6"**'*» 

123468 134678 
12^3478 135678 

123567 * 145678 

123568 ^34567 
123578 ii345^8 

123678 ^ ^34578 * 

124567 234678 

IM568 ^35678 ^ ,,,,.,5,4.s 

124578 245678entout ^^^^^^ 

z 24678 345678 — a% eextiÄWxt^. 
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Supposons k zr ß IT etc. — i, chaque N"*»'® dcvie 
dra r unite , et on aura 

k I 3 3 . « 

Oonc pour ce cas, 

(l _^ X)»« = I + 1. X + 1. X' + 3. X3 + etc. . *) ' 
' k k k 

I I- a ^ 1. fi. 3 e, 

Cette elegante demonstration elementaire du binon 
est dü'e a Bernoulli et je n'en connais pas encore i 
meilleure: eile suppose k entier positif, mais il e 
aise de Tetendre ä k negatif, rompu et meme irratio 
hei. Arbogast a traite ce pro1)leme par lea d^rivation 
page 74 et 75. 

' Exemplc 2^- Une application non moins connü 
mais qu' il est bon de rcpeter encore plus souvant, rfe 
Ja theorife des loteries genoises. 

Une roue de fortune , faisant V office d* ume • coi 

. • ■• 

tient 90 niuneros dont on tire 5. On demande la pn 
babilite d' en deviner un » deux^^ trois» quatre» cinq c 
ces numero«, 



*) JLei co/efficiens binomieos^t J» j^, » j^ sont cbez Hin 

8» 0«. S» > n. Dans n« notation a cadres , f 
de9 foiEmef plu« systematiqae» qu' ici* 



I 
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90 nuineros mis donnent I 5 nxaxL tires donnent 



90 

I 

I. 2: 3 ^ 

ua. 3. 4 

^ > . . 85 

1-8-3-4-S 



Daires 



ranges 



I 



,naires 



.naires 



X 
T 



4 



naires 



.naires 



5- 


4 


I. 


a 


' 5- 


4.3 


-I. 


2-3 


f" 


. 3 


1.3. 


3.4 


5- 


.1 



I...5 



'<) HiWMWBOURo icrit-les I»*^'«, ^naires ^ jnafrcf ^^^^ 
, Sans T^pedtion » A\ B\ C^ etc. En g^n^ral tön sy« 
^0 noution poxte sur let baset tuivancet : 

Lmmuine droite annonce des files rang^es A, B^ ^,i^* 
(Cöxnbinationes) 

uxMMdne inclinee annoiice des files permutees J ^ B^C,,N. 
(Tariatidnes) 

Iiaoiti^ deztre de Taccent circonflexe avertic qu^on ne xe* 
pH» pas de chilFre ou 'de lettre dans la file 

A\ B\ , N* ; jt, BT;, IT. 

Iivoitie ganche de racceni: circonft^xo arenit qü'on re- 
' pbte des chiffres ou lettres dans la file 

"N «t N dMphabett Beritt servent k distinguer les file» 
ü nombre quelconqu» de chifiFres oa l»ttres » de N et ^ ca* 

dque» de files 13°^^^^^. Comme cenx - ci n» »e rencon- 
presque Jamals en pratique » j* aurais pr^f^^ N et JV pour 
dasse quelconque ; les correspondantes ecrites noisant k 
it6 da Systeme, ontr^ qu^elles sont rarement d'une belle 

on typogtaphiqne. Mais V auteur a en d^autres xaisons. 

Qasnd le nombr» des ehoses eombin^es ou penpiat^es (cp m- 
atae toI Tariatae) est k somme donnee de leurs uu- 
oa indices« on niet cette somme au haut de la gauche. 
et «J^7^ "*"N ct'mN, Pour faire connaitre ces cUoses» 
tecompagn« la lettre ' tombinatoire d*an Index 

" 1 qtu se po99 ordinnitement au des60\x%» 



>t b c • • • n 
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il en residte les rap^orta Ues loteries qui d 

le plus pay< 



i I : Ig par i"**"»" pu extrait 

I : 400f par ö****" ou ambe 
I : 1 1784 par j*»**»" ou teme 
I • 511038 par 4°*^" ou quaterne 
1 : 4^949368 par y »»»" ou quine 



15 

300 
6060 
60000 

lOOOOO 



Comparaison faite , on trouve une perte p 
de la mise 

par extrait J 

par ^mbe ^ a peu pr6§ 

par terne J — r — 

par quateme ^ -^ — ^ — 

par quine ^| ■— . — ^ 

II n'en flaut pas davantage pour prouver V 
qucnc^ de ceux qui vculent forcer la fortune 
jeu. Sans doute on peut aventurer une somir 
qae quapd la loterie a un but utile : xnais il s 
jours sage de n* en pas contracter le goftt. 

Ne pas tolerer des loteries dans un pays i 
le moyen d'e» prevenir le« abus, parce que 1 
cteurs etrangers n*en sont que plus actifs clai 
ment, pour gagner une provision de 10 ä ly pc 
L^ nieilleur serait que lo gouvernement tlnt un 
en regie qui payat ä un taux plus haut que las 
etrang^res , en imprimant sur chaque billet; le 
t9ge des cbqnces et cet anatheme combinatoire 

,,11 n*y a qu'un fou qui puisse voi 
enrichir aux jeux de hazard, e 
malhonnete homme qui puiss( 
quer le bien- £tre de aa famille 



\ 
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$> 9- Corollaire du $• f. Si parmi les n chifires 
lutesy il 8*en trouve r egaux, les i. 2. 3. . r p€r- 
itions de ceux-ci ne donnant qu*une seule forme, 
Inombre total des penziutations s'abaisse k 



I. 2. 3 



= (r+i)(r+a) Cr+s) - • '^• 



Et si j chilFres deviennent encore egatix entr* eux, 
lis non avec les prccedens, il faudra de nonveau divi- 
le resultat obtenu par i • fi • 3 • . j-« £n general 

^Pour trouver de combien de manieres on peut per- 
^uter n chiffres dont plusieurs grouppes d* egaux, 
j^risez i . a . 3 . . ^z, par 2 pour chaque chii&e dou- 
„ble ; p^r fi. 3 pour •cbaque chifFre triple; par 
2« 3« 4 pour chaque quadruple; et ainsi de suite." 

U est palpable que le resultat ne saurait Stre qu'un 
Jttombre entier. 



Exemple. Dans un voyage quelqu* un a passe une 
a Londres , deux fois ä Paris et trois fois a Rome : 
Beiles sont les manieres» dont il a pft fair§ cette toum^et 

£n designant Londres par 8 » Paris par 4 et Rom« 

^9 on a 

» 

• • • • A .11 1 !• ®* 5- 4» 5- fi -^ ^ 

B 9 ji 4 4 8 «uaceptible d^ ■^' j^ ^ j ■ ■ ZZ 90 



a-3 X ß 



tires ä repdtitiop, 
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J. 222448 + 244822 -^ 4^8242 rl| 

222484 248224 4 2 8 4 A 2 -j 
222 844 24824.2 442228; 

224248 24842.2 442282- 

^ 224184 . 282244 442822 
22442g ' 2g2424 448222 

224482 28244^ 482224 

5224824 284224 482242 

224842 284242 482402 

228244 2g4422 4S 4 2 aa 

22S424 42224g 822244 

2 2 i 4 4a 422284 822484 

242248 4224^9 822442 
242284' 422482 824224 
24242g 422824 824242 

^ 24248^ 422842 g24422 

24 2* 824 424228 % 422 2 4 

242842' 424282 842242 
244228 424822 842422 
244^^82 428^24 844^22 

On voit par cette applicadon conabien peu Vraisem' 
blablc est la deterxüination d^ faits historiques dont lei 
. dates et m&me la succesaion mänquent. 

Bxemple 2^* Trouver le coefficient de permut» 
tion d* Uli produit de püissances » 

♦ ♦ ♦ • • • 

^X-2 -3—4 -k 

X«2*3*4**'*^* 
• • • • 

Xa soinmc i + 2 4" 3 + + k etaftt celle des cho- 
«es ä permuter 9 le nombre des formea possibles est 

♦ • • • 

I . 2 * a (j+2+3++it) 

I.2..xXl.2..2><I.2..3Xl.2..4><><1.2..k 

I.2..2Xl-2.^. 3XXi.2.#k 

Cette formule <^8j d*un grand usage dans TAnalys^ 
Combinatoire, 



I 
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r 

§# 7a Nous voilä donc en etat de trouver sur le 
lecoefficient de permutation d'Hn Tjnaire ^lönne,- 
d manquait a la Solution du §. 5. Dans la plupart 
\m pratiquee ce coefficient s' ecrit de tete. 



Exemples. *) 



4. i3. 6 + ifl. 1*. a. y 

q q q q q q 

+ IS, I». 3- 4 + i^* I- ii** 4 

q q q q q 

+ 12. I. 3. 3* + 4-2^-3 




>»« 



) 



qq qqq qqq qqq 

= 6. -1^8 + 30.1^27 + 30- 1^*36 4- 30.1^45 

qqq qqqq qqq 

4- €0. i3 a* 6 + lao. 1^ 2 3 5 4: 60. i^ a 4* 

^qq qqq qqqq 

+ 60. i3 3* 4 4* 60. 1* 2^ 5 4- 180. 1- 2* 3 4 

qqq qqq qq 

+ 60. 1-0-33 4- 60. 1 23 3* 4. 6. 2« 3- 

omme le l^cteur est dejä familiarise avec la nota- 
, je peux ni' epargner les repetitions et distinctions 
ases; ce qui abrige considerablepient renonce* 
:onque a de la rontine ecrit ces developpemens de 
!, aussi xnecaniquement qu'une multiplication ou 
division numerique. 

) Chez HiNOBVBoirRo cette fonction comMnttoiresa not« 
I la 4™^ lettre de Talphabet indiqannt des quaternairet» 
9 an liaut de la gaaohe, qu'ils sont ä somxne 9» L» 
■cole droite apprend qoe les files tont rangees ( c o in p 1 e« 
let rite ordinratae) et la minatcnle aüemande ho# 
fin^ aveitit qne chaqua file est aceompagnee de 8o;a coef« 
it de permutation« II me temble inipossible d'te# plttf 
\ et plus expressif en caracteres «Ipbabetiques. -^ 

^ Chex HizvDBffB, f^F» 
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Cette methode de . considerer separement les g 
duits et leurs coefficiens numeriques, pour les pC 
ensuite tout d'un coiip» est incoxnparablement pluac 
peditive qu* en les evaluant ensemble par des proc6|r 
«uccessifsy d'autant plus sujets ä caution qu' il en a £r 
d' aväntage. Mais quoique cette evaluation directemr 
combinatoire soit plus sure par la simplicite, il sq, 
hon nfanmoins de pouvoir la verifier par le nombre F 

formes de N, qui est celui de N , en sommant les i 
fifficiens de permutation. Fassons a cette recherche.^.. 

' §. II. Nombres r"^^^" -ä somme n 4 
chiffres. s 

II n'y a evidemment qu' une maniere de former,« '' 
jnaires j| gomme // ; c'est le chiflEre n lui-m&me, 

Qnsiires^ £„ mcttant successiven^ent les'chifli^ 
I, ß, 3, jusquea n — i ä gauche, la drohe feccvra ip 
cbiffires 71 — i , n — a , jusques i. Tdal n — i binai|. 

jpaires^ Le cbiflFre i etant a gauche, la somme T 

0tante n — i produira a sa droite n — 2 binaircs, etp 

tant ce nombre de temaires avec lui. *; 

^ ä gauche 9 la somme n«— 2 produit avec lui n^i 
temaires 9 ' 

3 ä gauche , la somme » — 3 produit avec lui b-1 
temaires 9 '? 



■«c 



's. 



et ainsi de suite jusqu'au chiffire 
n — 2 avec lequel la somme 2 forme 1 temaire; 
£n sommänt de bas en haut, vient 

X + a + 3 + +«— 2 = *-— ♦- . temaires» 

I 2 

^^naires^ Le cbiflfre I ä gauche, la somme «^ 
prodoit avec lui — ZL— .♦ " ^ quat*. 
» Ist chiffire 2 ä gauche , la sonune n«-2 produit 0$ 
Im — j-i -JE. quat». j 
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» ■ ■ . ■ 

k et ainsi de suite jusques 

n^^^ avec lequel la somxne J forme • — - 

quaternaires. 



Ten. conclus de bas en haut — ^ j- • ' 






J. 2 ' I. a 



+ tT++- 



2 



k 



quaternaires. 



trouvc de meme 2- i — ±J 4. j. . 2, 

1.2.3 i'^-S ' I a 



• . • • 



w-i w-i «r-a 11-3 w-4 . . , 
U ^ — • . — -^. — ^ quintuiaires 

3 12 3 4^ 

^ Le procede demeurant uniforme, on a generalemenf 



^ 



I 2 r — I 



•omxne n des chü&es.'^ 

^ Pe&sse pA deduire ce theoreme des paragraplies 5 
9; mais la presente demonstration directe est en 
le tems une regle infallible pour construire en co- 
le rangee les nombres r°***^®* ä somme n des chifFres* 

Constatons ä present Texactitude des coefEcien# 
»poses dans les paragraphes 4, 5 et 10. 

La somme des coefficiens de permutation do 
}7e6t —^ =i5ZZ3 + 6 + 3 + 3 

est -^^ — =56=4+12+12+12 + 12 
1.2.3 ^ T» • 



*) Cliez Hjni>£NB. "211 est co nombre» et ^i^ rensembU 
le des Eies k soxnme Tt des num^rat. On en T9xra !•> xus^ 
plus bas* 
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^* ig. IT. TP. 9. 8 _ /"ß + 30 + 30 +30 +60 +IÄOH 

^3 ***^ I. fl. 3. 4.y~\+6o+6o+i80+3o+6oHf- 



naires ^ 



Remarque. La quantite des 1«»»'««, 2 
jusques et compris les zt"*^*"®* , tous k somme n 4 
ciliares 9 est 'F 

Comme les problemes qui vont suivre contienm^ 
assez d' applications des deux theoremes de ce pani| 
phc ', je n' en donnerai pas ici. En illustrant tiop T 
partieS/ on coiu't risque d'obscurck Pensemble, 

q q q ;i 

, J'I^'Nous savons evaluer (i. X4-2.X^4'3'^^ + ^**"i 
pour chaque valeur de X. Si Ton voulait le;d velc( 

• • 4 • c 

pemeut de (1 + 2 + 3 + + !^)'* *) ^^ suffirait de ch^] 

, ■ ■ - q •'! 

ger dans celui de (i.X-)- etc.)' les ^ en points, et :( 

«upprimer les X. Quelque facile que soit ce proo^c 

Hjndenbourg en a donne nn autre hon moins beK^l 

il exige quelques preliminaires que voici. Je pars fj 

core du cas le plus general. 

*♦) 3jOn peut former w'. nombres r°*^'ii 

avec w cliiffres en les repetaht." ^ 

'il 
^naires^ Le chiffre I p^ut recevoir successivemfl 

1,2, jusques /i ä sa droite: donc n binaires! IVbiS/r 

meme chose a lieu pour 2 , 3, enfin pour chaque aut 

des 71 chiffres : moyennnant quoi le total des binai^ 

possibles.est ä. nzzzn^. 



* 



) (fl + 6 + r++«y cHez H. 



^ 



=f. 



.**} H. not« r*, j 3 ^n rcÄffembl« des filcs resuicaiitdi 
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jMires^ Chacnn des n^cliiflfres pcut receroir p«r or- 
\ les jv^ binaires a droite: doncn.ii'lllii^ temaires 
Sdibles. 

^uires^ -Cbacnn des n chiffires peut receroir par or- 
iles nß temaircs a droite: donc n«it3^=:ii4 quaiar* 
res possibles. 

Et ainsi de stute. Cette demonsradon directe en- 
gae ä disposer eu coloiine rangee les poljnaires k re* 
ition. 

Exemple. Les Temaires possibles avec ozstf 
\t za nombre de 43 zz 64. 



h 



3 

o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 



c 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 



a> I 
O O 



+ 



o 
o 



I 
3 



6 

1 o 
I I 

I 
I 

3 
3 

3 

3 
6 

6 
6 



3 
6 

o 

I 

3 
6 

o 

I 

3 



6 6 



a I 

O O 

O I 

O 3 

o 6 



+ 



I 
I 
I 
I 
3 
3 
3 
3 
6 
6 
6 
6 



o 

1 

3 
6 
o 

3 
6 

o 

I 

3 
6 



s « 

3 o 

3 o 
3 o 

3.0 

3 I 



3 
3 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



I 
I 
I 



o 

I 

3 
6 

o 

I 

3 
6 



+ 



3 o 
3 I 



3 
3 



3 
6 



6 o 

6 i 

63 
66 



t 



3 

6 

6 
6 
6 
6 
6 
6 

6 

6 

6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 



1 I 



o 
o 

o 
o 

I 
I 
I 
I 

3 

3 

3 

3 
6 

6 

6 

6 



o 

I 

3 
6 

o 

I 

3 
6 

o 

I 

3 
6 

o 

I 

3 
6 



Le developpement de 

(0+1 + 3 + Ö) (0+1 + 3 + 6) ro+i + 3+6) 
ne cette colonne, qui n'exige que la peine de tracer 
chiffires. ün produit de taut den- nomes qu'onveut 
:onsruit de meme. 

En fonnant la colonne s<*telegtapbiquement» 
penty pour ainsi dire, opercr les yeuxbandes« Soit^ 
exemple, X = i> on aura 
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Xwrr a Uli produit de r polynomes de n te 
Pour en construire le developpement : 

'„Ecrivez les texmes i, c, 9 . . . « de haut ei 
11' ~* fois de suite. Ecrivez ä gauc^^e de ce rang 
cal n^"^' fois les ud^mee termes enrepetantchacun/i 
ensuite n'""3 fois en repetant chaque terme n^; i 
nucz dans cette progre^sion.«* 

Si la colonne devient trop longue, rien n' emj 
de la Tompre en sections. 

Theoreme secondaire. *) „En repetan 
chiffres produissent 



• • 



las r 

nombres r^^ires ranges.*' 

Demonstration, servant de rigle pour la coiistruc 
^naires^ £e chifire I admettant i, 2, , /^ a di 

do nne n binaires. 

Le chifFre 2 admettant 2, 3, , n ii di 
donne n — i binaires. 

Le chiftVe 3 admettant 3, 4 ^ » n a di 
donne 7i*-a binaires. 

Le chifire n admettant w ~ - i bin 
Toul x+2 + 3 + + 7f=: — ^Ü£. binaires. 

guaircs^ Le chifFre i admet. a droite les -^. — 

i 
binaircs- 

^ . 7/ — I 



1 

binaires^ sans i* 



*y r T CUCa HlXDliMlOURG* 



¥OLYNOinS COHBIM ATOIRE. %l 



)tal 



[«AI.X< 


binaires , sans i , 2 


2 


• 


1 V 

I . 


fix 




I 


2 


I 

• 
I 


2 '^ I • Ä ' ' 1 • 2 ~ 





n w+i n + ö 



I 2 



'• le chifFre i admet a droite les — . -X-, — "^ .., 

j[ a 3 

temaires. 

n— I w »+l 



-*4^ , 

I 2 



-— ternaires^ sans* i 



n 



12 3 

— . temaires, sans i , 2 > » ii -^ i 

tal . . -^ + + — — — — r. i ■ 

123 12 3 

» w+1 n + 3 w 4* 4 ■ 

12 3 4 

isi de suite ; le procede est uniforme. 

• • • • 
Exemple. Developper (o + I + 3 + 6)^. II n'y a 

ecrire les -4l2!— iZL- rz 35 quatemaires avec re- 

1.2.3.4. 

on*des chiftres o, 1, 3,6, et les accompagner du cd- 

ent de permutation. 
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/ > 



1 


[IL 


B U R ] 


Ü AK 


E5 




• • • • 

-|- 0000 


I. 


« 

• • • • 

-l- 0116 


12 -f- 


• • « • 

1133 


6 


Voooi 


4 


013^ 


12 


1x36 


I» 


0003 


4 


0136 


24 


1166 


6 


0006 


4 


0166 


12 


1333 


4 


coli 


6 


^ 03^3 


4 


1336 


■a 


0013 


12 


o33<5 


12 


1366 


12 


001.5 


^2 


0346 


12 


1666 


4 


0033 


6 


0666 


4 


3533 


I 


OC36 


12 


IUI 


I 


3316 


4 


0066 


6 


1113 


4 


3366 


6 


Olli 


4 


I116 


4 


3<566 


4 


0113 


■ 

12 




» 


6666 


I 



L^sommedes coefficiens niuneriques ctant256: 
ils sont sans faute. 

.. . II n' est pas indigne d' attention quc bcaucouj 
nombres fonnes . des chiftVes triangulaires 0136 

tremarquables en matheraatique , en physique et e 
etoire > taiit politique que religieuse. 

§. 13. Jusques ici nous n'avons execute les r 
cambinatoires qu' arithmogra p h i q u c ni e n *^ ; 
a dire, a P'aide d'indices numeriques ou plutot d« 
jneros attribues aiix choses combines. Avec de 1 
flexion on s'apper^oit pourtant qtie cet expedient, 
liculier a la notation que j' ai adopte , n' est nulle 
indispensable, et qu'on pent combiner et pernmlcr, 
et sans repetition ^ en files r«igecs et non rangees, 
quement par Techange et le deplacement des le 
>?omme on fait en construisant les dictionnaires. P 
pröcede iexicographique, TAnalyse ConiLin^ 
s'elevcj comme je Tai ^\\. dans riniroduciion, au 
de 8cieii<ft-independante, doiit l'analyse maihema 
et toutes les aütres sciences de raisonnemeHi^ ne 
que des parties, La. meihode lexicogiaphiqne o 
rcctement CGmbinato&« (rein combinatorisc 
yerfahren) est entürement due a Hindünboltik 



• » 



Jßxemples en lettres. ♦) 






ca 



B f*3 f^g. *Sb o^a |j 



«.-* JJ»** P-Ü*' »dsr* «-5 

cd efg rstuv ccc aa kkkk 

de ^f^ rstuv) ccd ab kkkl 

hd egf rstux ccc ac kkkm 

db cgh rstvw c de ad k kl l 

hc ^hf rstvx cdd ae kklm 

cb , chg rstwx cde ba kkmm 

cd fe g rsuvw ccc si b h l l l 

da feh rsuvx ccd bc kl Im 

id fge rsuwx cec bd klmjfi 

^^ fs^ Tsvwx dce b c kmmm 

fhe rtuvto dcd c a l l l l 

fhg rtuvx dce c b II Im 

hd S^f ' Ttuwx ddc c c. l Imm^ 

db geh rtvwx ddd cd Immm 

ad gfe ruvwx ddc c e mmmm 

da sf^ stuvw dec da 

ab ghe stuvx 'ded ,. d% 

ba ghf stuwx. dce de, 

bc h ef stvwx ccc dd 

eb heg suvwx ccd de 

a c hfe tuvwx ccc c a 

ca hfg eic e b 

ab hge cdd e e 

ha hgf cde' ' e J, 



e ec . c 

ccd 
ccc 



Penn. Cabcd) oa .Sn» ' Sr.if r .^ T^^r'^n» 

'c - 'B 'n 

[cde]* Ea.,«]* Pklm] 



\ 



I 



S4 
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A quiconqiie veut faire des progres rapide^ en 
lyse Combinatoire , je conseillerai de copier d' aboi 
fcÄs ces exemples, puis de les essayer cn d*autr 
tres. On en acquiert^lus de routine que par cei 
tures; car ce n'est qu*eii faisailt qu'on apprend ä 
et que T esprit occupe plus forteuient , approfoin 
idees presen't^es'et en. cree de nouvelles. 

. Pour monlrcr cortiment on pcut soumettre a c 
cede la combinaison a somnie donnee, cherchc 
coefficient de ä;^3 dans le developpement de 

C'est 5 a4; *) 

-J- 20 a^hh 

+ 20 ^^ ^ S 
+ ao fl3 jy 

+ .30 ^^*»^ 
+ 60 Ä^ /» cf 
> ' '■\' 60 a^ hde 

+ 50 «^ ^^^ 

+ 60 ^^r# 

+ 60 abc^ d 

+ 20 b^cd 
+ 10 J^c3 

La somme des coefficiens nusueriques etan 

I2.II. IO*9 

^~2>2. 4' — ^^^ coefficient cherche est 

faute. Je V ai construit tput teduit ; d' äbord la ] 

« ■ ■ 

*) (ax+ + i*9)$Ki3 Ott J*5J chez Hikdbwb. 



Polynome Combinatoire. 



«5. 



e, puis les cöefficiens nuineriques. Afin de faire ' 
omment cela est possible» cbniiderons la.colonne 



\ 



I II 19 

1 1 128 
HI37 

M 146 

.1115:5 

I 1227 

II236 

II245 

11344 
1^226 

12235 
12244 

12334 

13333 

22225 

22234 
22333 



I 



aa aai *} \ /. 

aa ab h 

a a a c g; 

a a a df 

a a a e e 

aahh g 

a a h c f 

a ab de 

a a c c € 

a a c d A 

abbbf 

abb c e 

a b bd d 

ab c c d 

a c c c c 

bbbbe 

b bb c d 

b b c c c 

Puisque le terme , dont on demande le coeffi- 
, a 3c'3 pour puissance 9 son premier produit sera 
■ / x^, et partant le j^*»*»'« lexicographique initial est 
i i, Pour en deriver les suivans sans autre peine 
e les ecrire , j* abaisse alphabetiquement / et eleve 
)isin ; \\ent aaabh. ^ 

a2L repetition de ce procede me donne aaacg, 
iFf a-naee^ * . 

1) Ne pouvant aller plus loin, je pr^sle premier 
, oü,b est a la setonde place de droite a gauche; 
aaabh. Abaissant h et elevant V a le plus proclie. 



^^jtJ ' «e lisant InTolutioa lexicogf aphiqu« 
nmeis. On en rert» T exjiUcation plu» baft. ^ 
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f ai aahhg. Operant sur hg comme dans i),_}*ol 
* tiens aabcJ-9 aahde. 

Comme c suit ^'dans Talphabet, je prens ä presen 
le premier 5^«»»»^^ oii c a la seconde plape et b la troisiomtf 
'aabcf. Operant sur celui-ci, ainsi qüe nous venoci 
de faire, il en rdsülte aacce^ aaedd, 

3) Les trois demieres places n' etant plus suscep 
tibles d*elevation lexicographiqiie, je prens aabbg^ prfl| 
jhier 5"ai'^e ou b est ä la troisieme, Abaissant ici g €B 
elevant 0, j'ai aJibbf^ d*oü, par les regles i) et 2) 
nhbcct abbddf abcce^ abcdjd, 

4) Maintenaht, du premier y»»»'« ahbbf^ oü / 
a la quatrieme place , je deduis par les regles enoncee^ 
Hbbcf bbbcdfhbccc. ^^ 

. A moins d' intervertir 1* ordre alphabetique , il n^ 
a plus de Variation possible. La demiere forme dr- 
§. 9, me donne ä present sans tracer un chiffre ailleura 
les coefficiens numeriques de pennutaäon: Icur sonuiM 
' prouve ä la fois leur justesse et celle* de toute la co^ 
lonne. 

Qu' on ecrive les y*»»»!^«" au long ou simplifies et 
pjiissances , la marche est la m&me.' 

Si. r explication de la raethode est ptolixe , son ap* 
prentisage ne Y est aucunement. On se familiarise et- 
utie heure avec eile, en o]^erant d'abord par chiffr«! 
leibnitziens , puis par polynaires non reduits , et en|||| 
dans la simplification'poteiltielle. .^ 

Disons a V honneur du procede lexicographique ü 
HiNOENBOURG, qu^aucuu autre n'atteint son eleganfi|| 
rapidUe. On s^en convaincra le mieux en traitantl4 
Probleme suivant par les meilleures methodes connus. 

E crire toüt d un coup le coefficient de x'^ dans U 



* 
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Ja. a . . ~ 

7.8.9. IQ ^ed^ca^ 

2 

^5.6.7.8.9.10 ed?i3a^ ' . . \ 

». i. 3 

s. 2. 3 

I' 

- ^'7' »' g- '^ " ec$a4 

a. 3. 4 

^^. d. 7. 8. 9. IQ ^g433g« 
a. 3. 3 

^, 7.8:J.io ^^3j6 

4. 3 

6.7.8.9.10 ^4^^g 
-• 3. 4 ■ . 

5. 6. 7. ff. 9« IQ ^^3^3 3^4 

3. 2. 3 

5. 6. 7. 8.9. IQ J3^34^a 

3. 2. 3 



o* •^. **' 

a. 3 


.J3 57 

1 


5. 6. 7- 8. 9. lo 


, d^ c^ha3 


3. a. 3 


■ C*' v ' V **'* 


5.6.'7. 8. 9.IO 


- /7^'^3/,4 >, 


2. 3. 3 


■ Mr CT» 1/ • (# 


7. 8. 9. lo 


■ ^ r^h/t^. 


a 


' Ur C 1/ il 


6.7.8.9. lo 


• ^ /»S M 


2. 5. 4 


■ M» C i/^ 


9. lo 


' c^ba 



ai range-a rebours» jpotir montrer que celie ma- 
n' est pa3 moins facile, Ici eile V etait laexae d^- 
;e, parce que dans la construction 'literale j'ai 
:d pi^ negliger a pour Tajoutcr a la fm coiaia« 



•^ 
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complement des dix facteurs. Voici comme je ne 
euis pris pour las autxes lettres. , 

Ayant trouve quc le plus haut polynaire sans a ; 
f^ cb^ f que e accompagne la meme puissante de ji? g 
dcb/dli m^me qüe c^, et 3^, et c la meme que ä3 ; ' 
remplace c par ^-^j vient «'Ä^. 

. • *'i 

Comme 3 ne peut sereraplacer, je Substitut 49 
ä eb^; ce qni me donne ed^c^ ou, mettant 63 poiir^ 
je parviens k ed^b^. ' " :^ 

ij 

Je change ici d en c* et W en «r pour avoir edii 
ou, mettant deux fois de suite Iß pour r, j'ai ^di 

et edcb^. ■* 

Les produits ne peuvent avoir plus de dix facteui 
on ne peut donc plus remplacer c, et en cohseqüenci||^ 
change d en c'^ et ^^ en r^ ; vieut ^c^. / 

£t ainsi de suite. J' en ai assez dit pour qui mi\ 
suivi la plume a la main, On peut facilemeut gesei 
liser toutes ceis regles lexicographiques : je nc m'yl 
rete pas, parce qu'il est tems de reprendre le Pol 
nome Combinatoire. 



X . « JC* 



F(a4-A:fÄ')=:Fa4-A j- B ^ -(- etc. 

- Fa+A' i^ 4-B' JSÜfL +^| 

1 ' I. 3. ' ' 

<$. 14« Nos coefdciens leibnitziens» tout.aussi| 
neraux que les lettres , etant plus souples j» et les ai 
plifications difFerentielles du §• f • nous devenant inutili 
apres les principes que nous venons d' etablir, prenoQ 

rq q 

qX , f quivalant par §• 2. a F ( qX ) n ^ 

q q q q q q 

FCo + X) = F(o+i.X + 2-X* + 3.X3 + etc.). 

Fq 

oX, de^eloppe combinatoirement en pniiaaiii 
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de X et Xy donne, en distinguant par des tralts lea 
coefficiensdes demieres 

Fq Fq Fq Fq 

o + . . X + 2- X* + + ^N. Xi' + etc. *) 

I 

Fq Fq q Fq .q Fq q 

= o ,+ I .X + 2'.X* ++ oN .X» + etc. 

■ I 

OrparjJ. 2., 1 = 1 .X + 2-X» + 3.X3 + + &.X* + ,fetc. 

q qa q2 q2 3^ 

X^— X = a.X^ + 3,X3++N.X>'+ctc: 

q qi q3 q) q3 

X3=:X = 3.X3 + 4.X-^++N.X«+etc, 
et ainsi de suite. 

Ces Taleurs substitticesi la double expression de 



4 devient 
fa Fq 



Fq 



0-^ I . X-f- 2. 

+ 2'-aJ. +2^3 

Fq q3 

\ +3^3 



Fq A F 



Fq ,q^ ' 



•{- -j- ^,N W + etc. 



Fq q^ 

Fq q3 

+ 3'-N 



+ 



Fq q'' 

N .N J 



L*identite des-deux series donne ce theoiime re- 
marquable, proprement dit le .^ 

;- POLYNOME COMBINATOIRE 

Fq Fq q Fq q» Fq q^ Fq q'' 

♦) eN=i'.Ä + 2'.N + ^'.N + + ,N'.N; 
N etant un nombre entier« nous savona. par ce qui pre* 

*) o NT est che« Hindewb. T (a-\'hx + cx^ + etc.) k (if + x) 
pirceque chez kii Fa est cextse ctre le prefmier cpefficient da 
d^Teloppemem. 
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cede, evaluer N de la maniere la plus direeti^ et fm 
plus simple, et par qonsequent le prbbUme propot^ 
dans r introduction est ^omplettement resolo. ' 

Si j'ai et» txn peu long 9 c*est que j'ai suppose ui^ 
lecteuT qui n'eüt pas meme les premieres notionr d9 
r Analyse Cömbina Loire. £n las exposant, j'ai mis k 
port^e; d' apprecier l^extxime facilite de la methode e& 
de la comparer avec la differentielle » qui ^tait seiile 
en possession des developpemens avant Hinokkbou&g; 
Outre qu'elle conduit plus rapidement et phis sürement 
a la Solution 9 eile a eiicore V avantage precieux pour la. 
commen^ant d*£tTe immediatement applicable a des : 
questions importantes. C^$ prerogatives de rAiialjse. 
Combinatoire n' otent rien au m^rite de la DilFerentiellet > 
qui a opere tant de prodiges depuis un si^cle : ce n* est 
m^me qu*en r^unissant intimement, qu'en «malga« 
xnant> pour ainsi dire » les deux analjses» qu'ön doA« 
nera ä la logique du matWmatlcien tonte V etendue et 
la simplicite, dont eile est $usceptible. Mais j'oublie 
que Je döis faire voir Tutilit^ de ootre Solution. 

qr . q . 

J. ly. Application premihre. o^rzCa + X)*", en 
q ' 

prenant 0=^« Nous avons icl 

Fq d» . a^ r r— i r — 2 r — N+i 

JR—' rr*:; — ~— . . r..— -*^ a^"* 

= N.a' • " par la notation du §. g. Donc 

r 

*) oN r: X. a'-\ ^ + 2. a'-K Ä + 3. a'-3.1j + + N . a'-^.h 
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q»-* 



Pour ^, oh a, en changeant le sigüe de r, 
Nm. a- ' -i,N + a.a- ' - 2. N + + N. Ä--' - N N 

— r «^ r \ — r 



N 



,' \ 



q q2 qN 

r «+X ir+N-pi 

c»m;iZ^ i^'. On demande le coefficient de X^ dans 



*♦) q-l 



renant azi:i,r— — f et Nrrg» c'est ^8 = 



\ qq qqq 



17 
26 

35 



441 i 



2 



^116 
125 



»34 
224 

233 



qqqq 
1115 
1124 

1133 
1323 

2222 



3 + lHni54 ^? 
6 

6 

3' 

3 



08 
2-7 



13 

6 

12 
t 



qqqq? 
11114 

11222 



20 
10 



flM 



8 



qqqqqq 

51I111113 

111122 



IS 

'S coefficiens de permutation sont a droite des 
its respectifs. £n sommant ceux-la on a 

14-7 + 21 + 35 + 35 + ^1 +7+ 1=2^ 

e Pexige la remarque du JJ. ii. Ces coefficiens 

prdduits qu* ils accompagnent sont donc verifies. 

icite, celerite, exactitude — lä meihode de Hin- 

URO ne laisse rien k desirer. 

construction indique assez qtre le coefficient bino 
k gauche multiplie toute la colonne : ainsi p. e. 






-r-«. 



) fT^* 7 H^ » Ches HiNDICVB. 



9Ä 
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IIII4 

III23 
II 222 



5 
10 



q q q q q q <i 

?ff§(S-i*4+ao.a3fl3 + 10.1*2 



Exemple'^2^. Devclopper (^X)^^. Sans dimin"i3 
la generalitt^ de la question nou3 pouvons suppoc 

q q 

o ~ i^ I et tou8 le3 coeflicichs auivans negad^ 
mojennant quoi 

q q-i q-T q-i q-i 

(oXr^rZoX=i+.oi.X+.o2.X^ + +.oN.XN +cl 

I . I 

q q q q " 

I _ X i_i.x — 2.x- VJ.X^ — el 

Ou en tire en developpant et comparant 

q-rl q q-I q q-I q q-I q 

«erie recurrente moins etendue que celle que nous av« 
resolue dans le Developpenient gqneral J., jjfc- 
aussi son expression immediate est plus 8impleml| 

par oN'=i» :v 

q-X q q* q3 q^ ^ 

*) ^NriN + N + N-f + N. . 
Le coefficient de X' est de la sorte 

q— I q q* q3 , q9 

9+ 182+ I« 7 3+ 1^6 4 + 
2 1266 1^2 s; 12 






18 

27 

3612 
45,a 



I 7 
126 

135 

1 4^ 

2*5 

2 4 

3^ 



6 

3 

3 
6 

I 



1^6 
1*2 5 
1*3 4 
I 2*4 
I 23* 
2^ 3 



12. 
12 
12 

4 



1^2 4 

1^3" 
1*2*3 

i 2* 



5 

ao 

I 






*) p— X le (ff + I ) pour p (i -f fla? -f- ftr2 4- etc), Cette exjl 
cation de p, posee k sa dxoite, s^ Appelle oli^*£ lIi«D« Sol 
oa echelle (Scala). j 

**) p— I KlO. ^ 
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+ 



i'4 



13^3 )2o 



6 +\i'3 

30 jl'Ä^ 



q q 

2S 



Tai englobe ici les facteurs egaux en puissances, 
)mine les chiSres leibiiitziens enfermes en paren- 
bes sont assez distingnes par lä des coetHciens nnm&% 
les de permutation^j'ai pü sousentendre I9 marquef. 

La somnie des coefficiens numeriques 

1 + 8+08 + 5^6 + 70 + 56 + 23 + 8 + 1=2* 
ive encore la jnstesse« 



q-i 



Pour exprimer N tont reduit , il faut aVoir recours 



i! 



♦) INVOLUTION LEXICOGRAPHIQUE 

HiNDKNBoyRG donne ce nom expressif a 1* ensemble 
poljnaires 'possibies a somme N , disposes , quand 
5ttt en lettres , comme les mots d' un dictionnaire« 
chiffres leibnitziens , il en r^sulte de deux manie- 
une "Suite de nombres ascendans : 1° en sousen* 
bdant une virgule decimale apres le preitiier chiffre 
elagauche; 2° en rendant la colonrie rectangulaire 
imoyen de zeros fictifs ajoutes ä droite. 

*) L' inTolution arithmographiqu« d^une somaid n sa 
|li dies Hiiai}F.»B. ^J, «tla lexicographique "^jTj . ^Quand 
lirolation a set CQefficiens de permutation , on la desigaii 



. ^ 



94 III. B u 

y . .. P8 7 g 5 4,3 2 i 



R M A N je; 




-4 



-3 



-ö 



2(2 . 
3(3 

23 
2.4 

3'-- 
16 

3.5 
3-4 

7 

24 

a-. 4 
a. 3- 
2.6 

3- f 
4* 
8 
^33.3 

3-. 5 

3« 3- 
.2-7 

33 
3.6 

4-S 



-8 



-9 






N 

N 

N 

N 
N 



— 1 
-n2" 

-3 

-3. 

-4 
-3.1 



2 



N 
N 

N 

/ 

N 

N 
N 

N- 
N 



-4. 

— 4> 

—5 

"4.1 

— 5- 

— 5. 
— <J 
-4- 

2. 

-5. 



— 5 



N— ö. 



K 
N 

N 
N- 



— d 

— 7 

ö. l 



N— 



N— ö.^ 



N 
N- 

N 
N 

N 



^7. 
-g.N 

2 

— 7. 

— 7. 
-8 



+ N 
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diiffres en parenthese sont des coefficiens leib- 
s anssi \>wn que les i sans marque : les coeffi* 
umeriques occuj)ent la droite, \ 

q-X q 

te cxpression de ^N se tcrmine avec i°: A qui 

:oup d'usage le tableäu involutoire ri* est pas ne« 

3 pour l^construire. On ecrit les ca-facteurs de 

q ^ q 

iN— 3 , iN-4 , etc. , d' apres la condition que la 

des chiflFres leibnitziens soit respectivement 

etc. : on Joint ensuite les ^coefficiens de pennu- 

par la regle du JJ. 9: et on verifie enfin Topera- 

r leur somme qui doit etre a^— i gelon le $. |i. 

ce que je viens de dire on voudra bien ne pas 
que je regarde le tableau involutoire comme su- 
il est utile meme aux combinateuVs les plus excr- 
t son etude fournit des vues pour 1' A rithme ti- 
lg u r e e , qu' on a trop peu traitee jusq' ä ce jour. 
ropriete precieuse du tableau, la quelle saute d' a^ 
inx yeux , c' est de 

Iriver d" unc iiivolution domiSe V immediatement 
volsine. 

' exemple, pour derivcr Tinvolution de 10 de l'in- 
)n d^ 9, exprimee sur le tableau» preposez a cette 
re I et ajoutez aii bas, 

aj5)2 Mai» cet appendiceestune involutionde 10» 
aJ4 oü le moindre chiftre est 2 ; Involution qu* 
3 3 on peut deduire de l'involution 8 du tableau 
6 en preposant 2 et ajotitant 

j autre Involution de 10 > oi le 

■*" moindre chiffre est 3, On trouve 

-^ ainsi que cbaque Involution se 

^^ decompose en ' d'autres jusqu'i 

lo exbaustion. Nous en obtenons une 

recurrcnce remarquable a laquclle 

on me permettradenepas m'arretprj 



h4 
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pbiir traiter tout de süite V inyolution literale sans c 
«ideration . numerique. 

INVOLUTION LITE'RALE DlRECTI 
Le coefficient general du developpemcnt de 
(l — ax — bx^ — cx^ — ^etc)"^ est, en snpprimant 
coefficiens numeriques, faciies ä trouver par §. 9 , 

+ ä"-7 (b^'c + be + cd+g) 

+ a''-S(b^ + b^d+bc^ + bf+ce + d^ + h') 
+ ar-0(h^c + b^e + bcd + bg'i^c3 + cf+d4: + i) 

+ a-^o(B5 + bid+b'c- + i^f+bce + bd^+il^ 

+ c^'d + cg+df+e'+t 

et ainai de suite. La serle tctermine a a""^» 

Abregeons cette cxpression par cette forme qt^ 
explique eile memcl 

a" + fl"-2 [a] + «"-3 [3] + «n-4 [4] + . . . 

+ a°-'+- [r — 2] + a"-'+' [r — i] + a—r [r] + «j* 

On a ici 

signant la plus haute lettre de£r], laqnellc s'aj 
finalement. 

Pour le cas present, oii les produits doivenjt etre 
ges, aucune lettre ne multiplie une plus basse. Aü 

lloli — biib^ + h^d + bc^ + b/+ce + d^ + h) + c(cd' 



(•bc,..) (bcd ) 
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Jcrepete encore ici et tres exprofsc'ment V avertifse- 
Beut du D e V e 1 o p p e m e n t g e n (5 r a 1 , de ne pas con- 
fondre avec uiie r<^*ciirrence ordinaire cette construction 
imniediate d* un lerme general au mojen deses partles. 

Aucune methode ii*'arteint cette süperbe Solution de 

IN D £ N B o u R G , clc laqucllc on peut dire daiis toute 

Urigiienr de 1* expression, qu* eile ne deinande que la 

peine et le tenis d'(icrire. Far eile V Anal^fe Combi- 

Mluire a recu le deniier coup de main ; cat 

chaque coeßl'-iefit geircral du developpement a^une 
Joiiction ile ferie peut Je conßmire involiUoirh» 
meut^ moyennant des modlßcatiotis aux coef' 
hciens de permutation, 

On en verra des exemples« 

(£n mnllipliant anssi les lettres alphabetique« 
Bient plus bafses, on obtient une Involution Q£R:tiur£'& 
[Voyez le Tableau Comhinatoire fuivant 9 p, pg.) 

i Crttcinvohition permutec est le coefficient de z° dans le 
dneloppement de 

a'x + b'x" -{■ c'x^ + J'x^ + etc. 

+ ia'x + etc.) {a ' x 4-etcOCa'"x + ^'''**+ctc) 
-(- etc. etc. On y rapporte une Foule de cas. 

Non feulemcnt la fomme de difterentcs claffes de 

ynaires, mais encore chaque Classe en particulier 

"m traite avantageusement par Involution. La matiere 

tsi richeque je dois me borner: mais quiconque ap- 

fondirales exemples que je donne, ne peut manquer 

'escntir, que.le T ab leau involutoire est un des 

•orithmes les plus feconds, et V inslrument analytique 

fcplus ingenicux qu' on connaisse. Nous le devons a 

CIjx Qonlinuation du Texte ^ p. 9c;.) 

Hm. 
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*) INVOLUTION PERAIUTE'E 

* 5 4 3 - - 

— /.Cn) 




a^ 



. a''' a"" a^^ a^" c 



+ fl(") ... «V' ßV ^IV ^11, ^ 



r'v a"» 



J»^' 



^^ a'v^iii 

V ^iv 



Ävi^x 


c'v 


'Ä» ' i» 


Z^'^ 


ÄV 


^cv 


a'^ 


i*' 


d"^ 




>vx 


a^' 


Ä'^a'" 


c-v« 


a" 


3'v 


c^' 


b^ 


a^ 


<r^« 


tf^ 




jvi 


a^ 


a'r 


^vi 


^v 




d^'a^ 





lyv. 



JJ + « W 



*) V involtttion lexicogta pLiquapermutee d* oiie tomni« k 
^•aHi.^», "J', foraie «„« oxprewiTe gne .imple. 



t'id 
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"DBNsoüRG qui r inventa il y a gept ou huit ant 
mn'i cesse de le perfcctionner depuis. 



*) N^f N^2 N^* 3 



No 



12 34 




I 


I 




1 


i 








■ 
I 


184 5 

• 




j 


3- 




t 


^ 1 


2 


1334 
' 34« 




I 
2 


3 

I 




I 
I 


3 

4 


I 

I 


3 

4 


1423 




2 2 




2 2 


I 


S 


1432 
2134 




2 3 

3 I 




2 3 

24 


1 
f 


-3 
24 


fi 1 43 




3 2 




3 3 




3 5 


2314 


« 


i 3 




34 


i 


i4 


2341 


2 1 I 




ü 




3 5 


2413 


2 I 2 


22 3 1 


i 


±J 


2 43 * 


2 I 3 


* = 3 .1 


234 


3124 


2 3 1 


234 


I 


i35 


314a 


2 2 2 


»3 3 


I 


-My 


3214 


223 


234 


I 


? 4 ? 


3241 
4 » * 3 


2 3 i 

i 3 2 


«44 


- ^f 


^ 


333 




4 


I 3 3 


2 3 3 


334 


4 


3 I 3 


3 I i 


344 


4 

4 


3 

t 


3 t 

I 3 


3 I a 


±±i 


4 


3 


2IT 


3 fi 1 






32a 






^23 






3 3 1 






332 








■ 


3^ 


^ 


3 

















Tai dcja «xpof 6 les caract^ristlqüisi daÜiRDSifBOUAil 
»oux «^ fonctions combinatoires« Dans mai «lonnea tron* 
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No, t rcpTosente de bas en haut leg pevmnliitions re- 
•pectivc» de 1 , 2 , 3,4 choscs diverses ; eile est con- 
tiiiiiable a volonte. 

No. 2. indiqueles i^^'^'^\ ^"'^ircs^ giiaires^ etc. qu*o» 
peut faire avcc los dios^s l , 2 et 3 en les repetant. 

No. 3. est rinvollltion.des 1"-^^^«% 2»aircMi^ ^nair«^ ctc- 

ranges* possibles avec les choscs 1, 2, 3» et 4 re- 
petees 

N. 4 rcnferme tOllS les i^^^'^^ flnaires^ ^naires ^nairc»^ 

ynaires^ ranges des choscs 1,2, 3^ 4f et 5, non re- 
petees. 

J* invite les amateurs a cssayer aussi ces exemplefl 
immediaieuient cn leltres: un peii d' atteniion et beau- 
conp d' exercice feront tronver les reglcs dont V cnonce 
scrait trop long ici. C est une belle propriete de T Ani- 
lyse Conibinatoire de s'en^eigner ellc-rneme, des qu.* 
on en a les tableaux sous les yeux. 

II pcutparaitre surprenant, (pie ces tableaux. si utl- 
les et d* une conslruction si simple, aycnt echappe auK 
grands analystes (|ui ont travaille sur les couibinaisond 
avant Hindenboukg. Mais cn fait de Systeme diJaC' 
lique, la facilite deT inventionest d nn tont autrc gcnre2 
que Celle de V cxccution : verite qui doit nous rerapU» 
d'admiration et de gratitudc pour les fondaienrs de no^ 
aciences. La simplicite estioiijours eminemmcnt dißiciltf 
a trouvci-, parcequ' eile est trop pres de nous ; qu* eile 
est, s'ilm'est permi de parier ainsi, en deca du foyerdtf 
notre espric presbyie, n^turellement porte a chercher aa 



qnöei cl' aa jourdhui« je n* en donne pat de pardculilret ; mail 
dant ma notation k cadrc« j' exprime tout avec I modifi^ pal 
des lignet et det points, Lei^indicet t'^CTiTenc dant ce eadce. 
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Din. *) En ne regardant qu* a la difficulte vainciie. 
es cinq regles de V Arithnieriqnc ont ainsi plus de 
Derite peut elre qiie lä deconverte du calcnl difforentLely 
ireparee par d autres decouvertcs : il en est de meme 
Ic la Geometrie de Pythagore et de la Mecbanique d» 
Irchimede. Aujourdhui qu* uue ^tude de quelques mois 
mduit beaucoup plus loin, on ne se doute pas de 
peine iniinie qu* a coute celte facilite. Les matheina- 
fcnes modernes sont, comme la grölte dePausjIippe, une 
kaussee plane, depuis que la patience des siecles a 
öcc la montagnc. Que n* en peut - on dire autant de 
lies les autres scicnces, surtout de Celles qu' inte- 
ssent de plus pres le bonheur du genrc humain ! 



Tu 



» *y 



'q q ) 

5. i6* j^ppllcatioii secoiide, cX ~ L (i — X), en 

fi ■ q 

^jKnant o ZT I et les autres coefficiens npgatifs. PourL, 

^Oiicteristique des logarifcmnes natureU , on a ici 



N 



oN = — 1^ — 



X 



2 -1 

q q'* 

N — ^.N 



1 N 
N 



^ N 



N 



N 



N Vi 2 3 

En constmisant 1* Involution , il faut donc diviscrle 

)e(ficient de j>ermutation ' des inairei p^j. j, cclui des 

»*'" par 2, celuide5 3***^"^^*par 3; et ainsi de suite. La 



-» 



i*} Ita ht plerumqae; qn^e aunt ante ocnloi non videmas. fa- 
lia negligimut » T^uamur difficiii«. H 1 k d s h b. st^it^ comh* 
iperm, prim, lin, p. XVII, 



•♦) log. nat. p .pour p (i — H I . X — K 2» X* — etc.) 
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sommc de ces cocfficiens de permutalion modlfies pt 
les multiplicatcur^ est ■ ' ' 

Ce qni foumit encore unc veriucalion comniode.. - 
ExcnipLe E'crlre sanscalail Ic rocfiicien? t'».^*^ dansl: 
.ileveloppement de L <^i — ax — bx^ — ^.-ä» — elc). 1 
e«r, en posant d*abord les leUres, ptii- Us ooeflicieii: 
modifies, 

-a^(a5M+63»ii + 6Ätf* + 3*/+ 3^ 

^bh — c^d — cs — df—ie\ 

La somme des coefficiens numeriques etant zz lOJt 

V Operation est verifiec. 

La constmction involutoire de qN ofFre cnoore d* 
cxpediens particuliers , qu* on peiit voir dans 1* '' 

Usus L ogarith.moTum Infinitinomii i 
theQri4 aequa tionum; Lipsiae 1796» opuaci^ 
^6 46 pages, oix V auteur DePrasse a reiini a un hal 
degre la clarte et la piecision. Quolque le conto^ 
91* en aoit paa ^^einenuire , il explique si bien la no 
tion deHiNOgNBOUAG, qu*ilpeut etre lü sans 
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' aucuii autrß livrc. La methode combinaCoire directe, 
idöpendantc d* iiidices niimeriquea, n' etait pas encore 
iiblice alors : eile siiivit de pres cet ouvrage. 

q q 

T ~'q I . X + 2- X* ^ etc. 

*)Xna,7i828l83 a pour 



pefiicient gencral 

1 r — ^t 



^J ' ■ , m'» 



') N = N + ,'. N + T*^. N ++ -^ . N , expres. 
d' iin frequent üsage, 

Sinq q q 

**♦) oX = Sin (0,785 39816+ i.X + 2.X= + cta) a 
coefiicient geiieral ä tres peu pres de la^meme 
e: 

q q^ q^ . qN\ 

rzCN + f.N- 2r^^.N-++_i_I^ nVx 

Aces details cxplicatifs j' ajouterai trois emplois choi-' 
^fc tjni suffiront pour mettre hors de tout doute V avan- 
lapde V Analyse combinatoire en Algebre. 

• J. 17. SERIES RECURRENTES. Moivre et 
ipres lui les plus grauds analystes, entr' autres La- 
iK A N G E et L A p L A c E , OHt donne succcssivement ä 
ette theorie toute V elegance analytique dont eile est 
Dsccptible. II n* y a que la resolution des equations 
Di arrete. En simplifiant encore la niethode des sub- 
itntions successives» (sinon la plus ingenieusey au- 
loins la plus expeditive de Celles que je connais) j* ax 
nploye plus d* une heure ä decomposer V equation 
Inome, 

• ■ 

•*)(hP)iifi. 

••*) sin p pour p :r 0^78 5 398 + «» + «tc,; tin pHÄi «ic 
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. flc*^ — I 233c— 456789 = o, cn ces clixfactcur 
« — 3/68i4«3t ^-+3,680681. 
X — 2/978»43 + 2# 164013^— I» 
A? — ' 1^137112 + 3,501100 V^ — I, 

X -f- 2;9779I8 + 2/I633 19 V^-* !• 
pc 4" I/I37802 + 3,500671 V^ — !• 
Lecaicul des tcrmes {a-\'bV — i)" a aussi ses Ion 
gneurs. 11 s' cnsuit qu' exccpto le casiiiterpolatoire de; 
fractionnaire 011 trea grand, le dcvcloppenienr iimnodia 
est ovdinaireipent prefe^ablcaiix formes englobces : auss 
£uL£Ei et L, AG RANGE, 5* €11 süut scrieusemenr. occt 
pes Ce qui peut manquer ä lenrs travanx , doit felr 
attribue au calcnl difterenticl, iiisuffisant pour detei 
mlncr reelleraent les loix compliquees. 

l<' an passe (i 800) Tremkley, HiNDET«rBorRn 
et A R B o G A 8 T tralrerent enfin les series recurrentes.coir 
binatoirement, C est la melhode du second de .ce 
geometres que je presenterai, apres avoir enonce 1 
question, 

{y fex. F designant des foiictionf differentea» 
eqnation ideiitiqne 

fo+fi X + fa .X'+etc 

X_/,,X<./2.X' ./r.X^ =fo + Fl.X + F2.J 

fi|- etc. 
devieiir, en muliipliant de part et d' autre par le den( 
YDinateury et comparant les cpefilclens respecufa de X 
F // z=/i. F (// - I) +/2. F («-r 2) + +/r. F (7/-r) + f i 

Ce terme general d' une serie recurrentc du r^^^ 
ordre est le cas le plus eiendu qu' on alt resolu jusq 
aujourdhui , a V aide du calcnl des r racines de 
x*" rry*!'. z'— *+y2. z^^^-^-^-fr t d' une sommaiion ^i 
differences fimes et d'une determination desr constant 
qui devient fort longue quaud r est un peu grand. 
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Solution Combi natoire. En faisant = 1» 
= — /i. etc.rai(i— /i.X fr. X«") -^» =: o X 'n 

c— I q— I q~i / 

I -{- . oi'X + 'o2-X^+ + ' o''« X°-j-etc., etpartant 

(fo + f I. X + etc.) Ci + ,o«.'x + .o2.'x^-f-<^^c.) 
=:fo + F i.X + F2.X=++Fn. X" + etc. 

Le developperaeiit fait, V identite de» cpefficiens 

X° dans les deux membres procure ^ 

q— I q— I q-i 

[= f O 0^1 -{- f !• o?! — I-j-fa. q/^^- 2 + -ff 71, 

Or en grneral qN est 1* Involution lexicographique 

jee du $. 15. 11 sufüt donc d' y changer, dans les 

iciens de permutation, N siiccessivement eii w, n — i, 

1—2, jusques i, en supprimant ;^les produits multi-« 

msfar r+ I, r-|-3»c*^c« q^^i sonr ntils, puisque 
j^/f [), etc. lesont par sunposition. . On multiplie en- 
Mite respectivement par fo, f i, jusques in . 

Cette Solution, pour la rapidite de la marche et la sim- 
pKcite du resultat, me semble ne pouvoir etre sur- 
lusee. 

• Exemple, 100 + 3 3^ 8 3 3 3 3^ + » '/ 44444** 
|*3,8564g*^ — i8#7o6i8a?* — I3/00o67jip' +6,62225 oc^ 
i-^97870Jc- + 2/74914*®+ 3/51658^^+2,49666^'^ 
|-i^279J*"— 0,07389-^'"+ 0,72815 x*3_ 0,74225 äH 
^(V5334i x^^ — 0,1630a x"^ + 0,09129 .«'^ + Q, 1 2738 %•» 
-feto. 
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La reciirrence etant donnee par 
Coefiicient gjiieral est 

q— I j q— I y q— I | ■ 

n ICO. cM^ -}- ~ . o'^ — I- + o'i-^-++ — 

--iOoC- —-^ + -^^^^^ ^^^^^ - etc.!" 






, t C 1 "— y . («— 8)("— 9) „,J'- 



2.3 4 ^3—3 ■ 3"-"- 5 



5 3"-' ' 5 

(« - 9)(« — lo) 



3"-". 5' 



— €IC 



4* etc., ctc Les termes qui contiennent des expostf 
negatifs se negligenr. Ainsi /» ~ o donne loo; m:^ 
donne 33.83333; n = 3 donne i 1,44444, cotaäk 
cela doit ^tre. Si T expression de F » est lonj^ 
Celle de I9 serle recurrente sommee k l* infini est M 
Courte. 

a .3 2. 3 . 4 ^ 

»— *« + l«:^ ~ * — ^^'+fx* 

Dc5 groiipes plus compliguds par exemple, 4 

(a''+Ä";c + r'x^ + etc.y (a'"4.S'"jc-f etc.)^ 
lie d?vcloppent avec la meme facilite. 1 

§. lg. REVERSION FONCTIONNAIRE-COM^I 
NATOIRE' Etant donn^ V equation qiielconque fzizy 
exprimer F 2 en fonction connue d une arbitralre x,' 

Ayant icril f - = f jk? — f v, je prens de part et \ 
?inire la fonction Ff—', et j* obtiens, en m^ eauvena^ 

1 
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ncd' apres le Dcveloppemcnt general, Ff-^f 
|uivai7t a F, 

Fs=Ff-' (fjtf — fx) = 

JFx r , d'Y X - . d'^Yx ^ ^ 

l.dfx l.2dtx^ 1.2.3 r/fjc3 

etc. apres avoir d^veloppe par le theoreme de Taylor; 
est absoluincnt ce qu'on veut. 

Exemplr. De z — cos zz=z o^ tirer ixnmediatement 
-*= 2, 7182818""* €11 fonction d' une approxima- 
premiere ad - libitum. 

En faisaiit pour abreger sin ocrrj, cos «~c, la 
mle donnc 

On voit ici que malgre la simplicite de V exemple 
le, la formule differentielle laisse bientot perdre 
iJiIoL Voyons ce que peut T Analyse Combinatoire» 
de la differentielle. 

Nous avons d' abord (Dev. g6n. g, 6.) cette con- 



dr^T 



X L ÄX \ jc-o J J 



I.2..N Jlfoi' I. 2.3.4..N Jxi« — » j> 

constante a devenant x apr^s les differentiations. 

£n supposant — rr oX , on a cnsuite par \% 
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li^F 



X _ d^ — ^Ldz J _ -^ 



1.2. .Nii.ts' I. 2. 3. . . • N Jy — ' 



Ji^ Fx 



I dx^^^ dx 



, N — T N— 3 d^-^Vx df^oX-K) 
* l 2 dx^—' dx' 

N — I d^Yx JN--(oX-N) JF^ 

JN— i('oX — N) , ,. . . ^^ ., .- 

. — r: — ; ' , le tout clivise par i. 2. q. . . • W. voi 

dx^ — ^ ^ ^ 

cleja la ilifficulte rappcllee a la differentiation des fo* 

dr'x ^ /fix; — frj\ — N, . ^ 

tions simples — - — et ( ) Mais comm^F 

ä X \'X — « y 

puissance negative et la condiiion de changer finfi 
ment a en x , nietlent encore la loi en danger et oql; 

q 
gent an molns a des circuits, developpons oX combiH 

■ - « « ■ 

toirement. - - 



*i "q 1 q q 

oX— o + i.X + 2.X^ + +. oM. X"^ 4. erc. rr , 



— a aa ' 2da' ^ 2.'l.da^^ 



A clant ici = A? — a e% oM = 7^-,=-; — , , -i 

Or par f. 2. nons avons 
pX — N zz üÄ n o 4- . I. X 4. -{- . oR. X + etc. et partat 
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— N 



f 



1 — ^ rr I. a. 3. . R. oR, en mettant aprea 

diAerenliation x pour a , ce qui annulle X* | 

Cunime o rr — 5 — Zl -r — , nous aurons ctonc par le 



da 



dx 



IC , oR rr — ( —, — j R — - 



[fx\ — N- 



N N + t N4.2 



fSTy . ^ + 7 ' 2 * 3 ' \dx/ 

] \^ N + R— t /^JFj^N-'^'^ cR 

r— i' ' ' R \ dA^y • R. 

,qO fait exception a cette forrnnle;* mala on sait pav 
U-X)— ^ que sa valeur est o— i' rr: / -- — ] 

ibisant R siiccesivement 1,2» iiisques N — i , et 
idmant les resuitats 



*— N 



d v^ V X 
ainsi de suite, dans la serie de ^,-=-77 — .» eile de- 

Jt apres la euppression des facteur^ qui se com- 
Insent, 



|I0 III. B O R M A X £p 

d» Fx dv Fx /'d(x\'^9 

1.2..N<ifjc» "^ i,,Nii*»' \dx'J 

\ dv-iFx ^ /'£{f'\*~'*" 

I.. N — i.dxv-^t* \dxJ 

dv^iFx 



■ I..N — 4.£^xs^»* ^ 

+ ctc, etc. On contimiera cette s 'rie juäques incln»lf 
ment le premier termc ilont le deiiominateur devientV 
aero qui se snpprime. La raison de cette suppresw 
qui peut surprendre , est dans la suite 

— + — - + — 4. etc. ou le terme M 
I 1.2 1.2. 3 J 

itial n* a proprement dit point de diviseur. 

Le coefficient general trouve ne donne les valeil 
que depuis N zr 2 ; mais pour N =z: o etc« 1 , on a t 

tcrmes correspondans Fat— -^ * fjc tout leduita»^ 

On peut aussi ordonner la aerie ^ de la manUi 
auivante j 

dvFx _ dvFx /' d(x \'-n i 

i..Niif.v» "^i. .N//x»r \dx J 

I 
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XII 



K-— I 






^ic— 3 Fx 



— w — 3 



N + T-^^^+j/fffV 

3 + ,Tn--c^,.-/ 4+etc.J 



a • 3 

r ÄK— 3 F* _ 

N + i N.{-3 

fl * ? 



N + 3 
4 






crc. 



Ofliie perdra pas de vne que daiis lescolonnes com- 

q. q q q q^ q q 

toires i» 2» 3, etc.; ft» 2» etc.; 3, etc., etc » M 



Cettc Solution est aiissi cotirte que sa grande gene- 

Ite le comporte et nous possedons sa loi de deux ma- 

eres. Je n* ai donne tant d' dtendue au prol^lemc que 

montrer ce que peut 1* Analyse Combinatoire cn 

it de developpemens compliquds. Eschenbach, 

OTM£ et HiNDENBouKQ ont donne des Rever- 

ins Sans arbitraire x, incomparablcment plus traitables. 

IcUe du denüer merite, par son elegance tonte V attcn> 

Ion des geometres. 

Je ne disconviens pas d* ailleurs que Ics substitu- 
ons «uccessives ne soient plus exp^ditives que les se- 
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riC8 ponr V evalnation des racines numenqnes. E dlI 
r a deja remarquc. L' exemple propose ; D e s — - c 
x~ o» couclure h — /, ne dcmande <5[u* un qnart: 
heure par la methode des substitutions successivt 
Dans la 3™* partie de mon Esssai de CaracterF 
tique Combinatoire je donne a cette metho 
des regles qui laisseiit, j* espere, peu ä desirer po- 
r usage; 

§. 19. DEVELOPPEMENT DES FONCTIO?: 
EN FACTEÜRS BINOMES. Je me propose i^ 
sein des cas ttis difficiles. i 

Probleme 1' Changer Fx en un produit de* 
forme 

^ ( , -j- X)~ ( I + X0~ ( . + X3)3 etc. etc. ; T. 7, i", ^ 
etant a determiner. Je suppose pour simplifier quii 
rtui, change Fx en i. Comme le calcul immediat c# 
pliqnerait, passons d* abord aux logarithmes natu^ 

pour avoir, en represcntant ¥x par oA — i -f I.ti 

-f 2. X^ + etc. ^^ 

■ «■ 
u : 

LCoX) ou oX = iT L (I + X) + iTL (i + ^ 

+ jT L (i + X^) + etc. 
En developpant ici le mcmbre ganche combinatoireme 
et le droit analytiquement on obtient ;i 



L. L* L* 

.1 .X + . o2. X* -f . o3- X3 + etc. = 



!• X — • 3^. t 1 X "T"^» I 



|X»+i._i 



X3 — i^' 

— f. a 
+ 4 



X4+f. I 
+ 1 



X5 



+*j 
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titloii ' identique » dont je tire 

I = oi = I i a = q2 -f- i- I ^= o2 + J« I. 
3 = o3--3-»»4=o4+5-2 + i-i=o4+J^o2 + a-r» 

ins! de suite. 

Le Dcveloppement g^neral donne la iQä« 
e combinatoire directe de jparv^enir a V exposant ge* 

il N ; mais roici un autre procede, ^ui daus le caa 
lent coiidult plus vite au buU 

_ !-• TT • 

iour consbruire N =yN ; . . . . + — . i f je remar- 

« jij 

t qüe chacun des termes intermediaires est icS 

ti. "^ pöur RS=N; R et S eunt des entiers 

)>i tt <^ N , le signe + ayant licü pour R pair, et — 
WK impair. Cette corisideratioh fourhit des valeurs 
H simples pour N nombre premier, qui n'a point de 
Riieursi 1^ '^^ Tuhite et lui-iueme. £n ce cas 

■ * • * 

Soit N ~ R S» produit de ätvLx £ficteuri pre« 
rs: donc 

Tj i ■ * ■ • 

bien , en mettant les equivalens de S et B. connu* 
O 

H 
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N , proiluit de 3 facteurö premiers R, S, T , ii< 

a r [aide de i) et 2) cette foiinule 

3) N = „N-.^ oST-i.. ,RT- ^. ,RS ,| 

Xi» JLf« Ij* f 

^ RS . RT ^ ST Nj 

Les formnles pour N, produit de 4, 5', enfin de flj 
de facleurs premiers qu* 011 veut, se construisent M 
autre pcine que d' ecrire • et voici comment. i 

„ Decomposez le produit RSTÜ . . . = N *: 

jtiaxres^ 2"*'»''", 3»aires^ ctcV raiig^s, qiü formeront les|: 

1 r .• III l 

nomiiiateurs des fraciions tT > ^ » 7? , etc. ; =-5 » 

, Hol üo 

etc. ; 55-cTF; > etc. ; ' etc. Chacunc de ces fractions i^ 

ilo 1 

compagpera d'un coefficient de LF;ir, dont.Ie nuifi 
sera N multipli^ par la fraction. Les i^'^ires^ 3'?*9= 

jnaires^ ^^^^^ Q^t Ic sigllC — ; IcS a"*^"^®^, ^naires^ 

ont le sigiie +• .. 

Cette determinaUou d' un temie g^neral coml 
toirc a r aide des facteurs premiers de son nam| 
est tres singuliere et peüt enrichir la Science d^ 
Nombres, partie, que Legendre a le premier re4^ 
en Corps de doctrine , avec un ^ucces qui lui assfl 
la reconnaissance universelle, 

' Problertie a^. Convertir ^X , foYiction quelconqjj 
de X, en ' 

(i 4- I.X) (i + r.X*-) (i + 3^X 3) etc. 

• • • 

je suppose encore ^X = 1+ r.X+a.X2 + etc., fa 
me toujours posaible, en multipUant ou divisant la fo» 
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Q par une constante et d^veloppant par Ic theor6m# 
Tatz^oiu Le calcul imm^diat donne 

• oX= i + i.X + 2.X- + etc = 
I^7.X + I.X*+ ^X3+ 4)x++ j^Xä + ete. 



+ 13 



+ ^3] +14 

. +23 



'i 



j^N est ici une inrolutiou ä somme N^ sans lep^'^ti- 
. ni permulation, soit eftcctivc, soit par coefficiens. 
la comparaison des terxnes homologues, on trouvi^ 

izzii 2±=2, 3=3 — 12, 4=4 — 13^ 



5=5-1 4-2 5, 6=6— 15-24 — 123; 



7=7-1 6-a5-34'-i 54, 

8=: 8-1 7-2 6-35-1 Ä 5-1 3 4; eta 

La Substitution sticcessive , tätonnement iilvehtifi 
fait ßi souvcnt, a V aide des chittVes Leibiiitzieiis^ 
lel^ les loix compliquees , iious doi7iie 

im. ai:i2, 3:^3 — 12, 4=:i3 — 11a* 



5 = 



5 — 14 + 113 — II i 2* 

• • • • • 
•^23 + 12» 



• «4 V • 



4 • < • 



• • • • • 



6=: 6 — 1 5 + 1 14— Iii3+Illt2| 



—24 + 123—1122* 



IIS 
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Jusqiies ici ces valeurs sont des decomposil 
ränge es de N avec repetltion et exclusion des tei 
compos^s d' un produit du xn^me chilFre, tel pai 

emple quess, 44 4» <^^* Mais cette loi^ mani 
en apparenqe, change k 



• • • 



• • • • 



• • • t 



7ZZ7^l6+ 115-15- 1114+ 11113 — im 



• • 



• ♦ 



• • • • 



— 25 + 2.1 «4—3.1 123+2.11122 

• • ••• •••• 

— 34+ 133— ' 1222 



• • • 



+ 2123 
ce qiü doit mettre cii gardes contra les induci 
pr^cipit^es, »Reeourons aux logaritlimes « qui c 
geront 

• ^" ■•• ■■■ 

oX= (r + 1. x) Ci + 2. X=) (t + 3. X3) etc. en 

Ij* l« l« 

oi .X + . o2. X* +- . oj. X3 + etc, n 



X4+rttC. 



L(i + i.X) + L(i + a,X»)+etc. = 

+ 2 J + 1 J ~jT 

+ ^ 

Par la comparaison des termös homologues, on 1 
ve en transposant 

N zzToN • . , • + ^ . I N ^ Ici les terme 

N 

termediaires se dcterminent au moyen de la form 
g(~S)» pour Nu: RS aux mfemed condii 
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dans le probleme prect^dent. Si N est un nom- 
premier , on a ici 

L. I 

Au moycn de cette formule , on en constniira pour 
produit de 2» 3» cnfin de taut de facteurs premiers 
Ton veut. 

Ma transformation d' unc fonction generale en pn 
»duit de binomes a puissances successives de la va« 
ible, cat, jepcnse, eatierement neuve, et ne man- 
lera pas de trouvcr son cmploi. Non seulemcnt 1* 
ilyse differeniielle est insufiisante ici» mais encore 
ique autre kors la combinatoire. \On se rapellera 
j* ai mis dans tout son jour, que V Analyse Combi- 
itoire est le Calcul ordinal ou des rapports de 
•itnation. 



APPENDICE SUR LES RAPPORTS DE 

SITUATION. 

En meltant nn ordre dans nne snitc d' idecs, il en 
ilte neccssairemcnt des ordres accessoires dont la 
itcmplation 'founiit sans cesse des tbeoremes 
mveaux. Ponr me borner aux objets les mieux 
Dmus: de la suite des unites naissent Ics nom- 
naturels et les figiires de toule especc; les 110- 
iclatures et classifications möthodiques» la construc- 
)n des langues viilgaires *et philosophiques derivent de 
lins xnots -racmes qu^ on combine et modifie plus 
moins systeniatiquement. L* art de retenir et de 
Ü6onner, celui menie d' invcntcr, n' ont point d* autre 
ise: V hemme de genie ne se distingue.que par 1' ima- 
^ination aidcie du gout , c* est a dirc, par la faculte de 
fanuer plus de combinaisous et d* en cboisir Ics mcil^ 
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Innres; delh les diftercnces du gerne. Pythagorc < 
Homere avaient plus d* imaghialion qu' Archini ede < 
Virgilc; cciix - cI T avaient plus sage. U est difticil 
de prononcer sur la precmincnrc , mais encore plus < 
cnseigner 1' imagination et Ic goüt, et surtout de dvte: 
niincr comnient V homme extraordinaire les acquicr 
Tel croit lo gcnic un pur don de la nature, tel un r 
fiultat d* IUI iravail opiiiiatrc; ce qui est ccrtain, c* c 
que ßi r assiduite n' est pas fonjours la rnire du ginv 
cllc en est aumoins constamment la nourrice. A\ 
reste il n' y a gucre quc les gens sans gmie qui ralsoi 
fient bien sur Ic genie; celui-ci pvefere d' ötonner J 
monde au soin minutieux de se scrutcr lui - nierne« 

Personne nc doute d* aillcurs que de bonnes reglc5 
faciles ä retcnir et ä combiner, ne conduisent phi 
ftiVcnient ä la science, qu* une recherche ä V aventnre 
oii r esprit cpuise ees forccs en vain. La bri^vet:i5 tl< 
r cnonc'j, c;i sftulagoant la memoire, aklc extremenicn' 
le jngemcnl ; c' est V avantage de l* algebre et des tJ 
blcaux conibinatoires. A la rigueur on peut «' ei 
■pa^-scr; le di^scouis vulgairc pcut exprinicr V algcbr? li 
plus saranie: niais avcc quelle diftusiun! 

Ccs iableaux d{ duisent de Ja Situation des signcs ar 
bilraircs , des vapports constans entre les idees qui ri 
pondent a ces signeS : voilä ce que j' entens par FiAP 
POIVT DE SITUATION. 

Nous n' avons consid^re jusqucs ici que la situa 
lion lineaire et plane : cclie dernierc est cclle qi' 
iei^ultc de rordoimance horisontale et vcrticale des sij 
nes; Tobliquc, plus qu moins inclinee, n' en est qu* uji 
conscqucnce. L' ordonnance solicl.e, ou selo 
trois dimension, n' a encore 0\j6 que peu considere< 
eile promet cependant des resultats encore plus inli 
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ms pat leur g^neralite, et je compte m' en occnper 

aur. 

.e modele combinatoire Ic plus ancien, et sans 

redit le plusparfait, de T ordonnance plane est 1' 

olution Lexico - stelegraph iqae , con- 

sous Ic nom de Table de Pythagore. 



Oll 02 I °3 
03,04 j 06 
03,06, op 
04,08, 12, i6 



05.IC.i;r 20, 25 



66, 18, i8» 24, 30, 36 



7,14,21, 2S, 35. 42, 49 



08 09 

27 
36 



40 



56 



-QU» 16, 34, 32, 40, 48, 55, 64 



etc. 
etc. 



45 
54 

03 
. 73 

09,18.27, 36, 45. 54, 63, ?2, 81 

etc, 



s suites horisontales et verticales ont las prcrai&res. 
■ences constantea, leu secondea diffürences «ont 
antes dans Ics suites obliques intermiiiceS; il|ea 
e menie tlans les obliques termjnees, ä cela pres 
lUea s'etendent eymmetriquement des dexix cotes. 
e ce tableau contiuuable ä 1' iofiiii, on tire pac 
.tion 

>I ; 9U Ol ; 61, 03, 03 ; Ol, es, 03, 04 ; etCj 
03, 04 02, 04, 06 03, 04. 06, o| 
03, 06, 09 03, 0$, 09j. 13 



es erolutions, ou parties g^neratrices de l'involtt' 
sont des tables da multiplication poiir les ^chelles 
imeration de i^ fl, 3, 4, etc. clüSi«» signiäcatiff. 
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• Le tableau des iiombres figiires est du niemc j 





I 


I 

• 


I 


I 

• 


I 


I 




2 


3 


4 


5 


6 


7 




3 


6 


|o 


15 


21 


28 




4 


lo 


20 


35 


56 


84 




5 


»5 


35 


70 


:36 


210 



I 6 ai 56 126 252 462 
I 7 ag 84 210 462 924 

Lca diagonale^ terminees sont le developp 
du binome (i-J-i)", tandis que les obliques 
minees prescntcnt des suites d' une sommation 
facile, la forme du terme general etant exponer 
Par cxemplc 

I 1.2- 1.2.3 l' ^r 3 • • • 

+ etc. 

üne Involution atelegraphique d' un usag( 
xuoins dtendu que les pr«cedentes et plus helle < 
^ar sa simplicit^, et ses consequencea singulieres, 
«uivantc, sur laquelle Hindenbourg a etabli s< 
vention tlcs facteurs des nombrcs,*) an . moyen 
wii&surage qui donne les nombres preniiers par 
«ion : mcthode, qui n' a pas encorc t'te egal^e et c 
«i prodigieuscment rapide qu' une table continuee 
a 10 millions ne aerait quc le, travail de quelqu< 



*) C. F. HiKDENBuno^s BefchTeibang einer 
Art« nach einem bekannten Gesetze fortgehende Zalifen 
Abzählen oder Abmessen bequem zu finden. Leipzig 
opufcula de izo pages ayac des aunexes et une planche 
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On ne peut que regretter quo I« public n' ait pas 
X scconde 1' autcur. 



1* '.5 



07|os 09 



343S 

53 Sjisfij^ 
63 64*65 66j6; 
73 74J75 7£,77 
S3|84 85 8<i|87 
93 94 9;96'97 



17 ij 

37 38 

£7 48 

57 58 

68 

78 



mfant et meme unc machlne, (par exeraple im« 
litlix dents, portanC les cliUtVes 01234^67891 et 
rones portant un seul <le ccs chißVes aiitant de foio 
on veut) peuvent construire cette table qui n' ext- 
nciui calcul. Pout y accompas;ner chaqne nombre 
oui ses facteuTs, il sufTit d' appliqucr uiic regle 
u patroii et de copier dfs chiß'res. Qiiaiid on veut 
omcr au plus petit et au plus grand factrurs, il 
Kit qii' antant de mesurages qii* il y a de nombrcs 
licrs eiitre i et ^'loooooo rr rooo. Je le repcte; 
i'a pas appn-ciei commc 011 le dcvait, cctte ingc. 
>e simpliciie. 
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Uiie aiitrc involiition stelegraphique remarq^uabl 
sa eimpUcitc 9 est la D y a d i q u e : 

00000— O 

00001 z 

O O O I ö 3 

o o o I I 3 

o o I o o 4 

o o I o I 5 

o o I I o 6 

etc. o o i I I 7 

o I o o o 8 

O i o o I 9 

O I o i o lo 

o»i O I I II 

I I O O 12 

I I o I 13 

01 I I o 14 
ori;ii 15 

1 O O O Q 16 

etc. etc. 

E'ciivez d' abord en lignc verticale o l o I o i o 
puis cctte meine süite en doublant cbaque cl 
Ooliooii etc., puis en quadruplant, octuplant 

Cette table est la numcration de l* Arillimetiq 
nairCy pariaquelle Leibnitz expliqua si hcureu9< 
la ligure mystericuse des huit Coua invenr^ 
Fohi et si fameiise a la Chine oii eile fut de ten 
uicmorial V objct des recherches des lettres. 



La ligne brisle representant o et la droite l , 
figure est I' equivaleut de 

0123456?!* 
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est pent - etre la V origine du mystcrc attribiie au 

e rr cles la plus haute antiquite» s'ilne le doit pas 

ascs de la inne, d'oii nos scniaines ont ccrtaine- 

d qnaiititc des jours. Au reste je suis portc com- 

Cliinois a supposer plus qu' un Systeme do uu> 

)n diins Ics Coua. Les trois ligncs ont du rap- 

ec les trois dimensions de I'espace; la ligne sini- 

la ligiic brisLC peuvent correspondre a d* auircs 

Quoiqu' il cn soit, ce monument de la plus 

antlquite anuonce uii desseiu znamfestcmcnl com- 






elquei fois 1' ordre stelegraphique n' est pas ap- 
Soit, par excmpie, {Jjeveloppement Generale 

» cüfactcur de o I dans F, qui est 

5. 45- 34* 2Z. 12 = 56. 45^ 34* -3» 12 

46. 34« 23* 12 «* • 46« 34« 23. 12 

56. 35* 23» 12 56» . ♦• 35* 23^ 12 

36* 2 3» 12 ..♦.♦♦ 36» 23. 12 

56. 45* 24» 12 5Ö» 45«**.* 24, 12 

46« 24* 12 • . ♦ 46« ♦•« 24. 12 

56* 25» 12 56. • .♦ ♦.♦ 25. 12 

26. 12 ♦««♦«♦♦•• 26* 12 

56. 45* 34» 13 56» 45^ 34» ,••♦ ^3 

46» 34* 1 3 ' ** 4Ö« 34* ..«IS 

5:6* 35^ U 56- ♦ •♦ 35* ♦.♦ »3 

3ö. 13 36# ••♦ 13 

56* 45. 14 56» 45* ♦ 14 

46* 14 « • • 4^* * * * * « ^ ^4 
56* 15 56' •♦♦ ••♦ •♦♦ 15 

lo «••«♦#*•♦ •«10 

rit comme dans le mcmbre droit, 56 altcme avec 
ace vuide, 45. 46 avec deux, 34, 34, 35, 36 
uatre; et ainsi de suite, le nombre des place« 
; 6iant constammejit ccliü des remplies. Quant 4 
.e de«? nombres , eil« c^t teile : 
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De baöen hautles groiipes lin6aircs commcncent ai r 
26, ^fi, 46 f 56. Pour en foire des binaires vertica« 
on ajoute le iiombre immcdiatement inferieur »y, i 
35, 45; pour cbangcr Ics binaires en quaternaires» ♦ 
ajouLe le nombro suivant deux fois ; c est ä dirc i' 
14, 24, 34, 94, 3', pour cbanger Ics quaternaires ■»." 
gnaires^ ou ajouie autant quc besoin les nombres respj^ 
tifs 13 et 23. Et ainsi de suite. j' 

Le lecicur n' a pü nianqaer d' appercevoir quci' 
Analyse Combinatoire, en nicnant toujours directem^«. 
au but , multiplie encore les Solutions ; ce qui sert f ' 
iiioins ä verifer Ics rcsultats. Mais ilcnrcsnlte encore 
rcssources pour les cas difficiles, et nne abondance 
cieuse d id^es, qui multiplie les vues et encouragCf; 
csprit a chercber, en lui donnant le sentinicnt de «5 
forces, Si par fois il senible que le probleme li'a ^*i 
une sculc Solution , il ne faut pas se decourager: ti 
tournant et retournant en divers sens, on cn decouvi; 
d' autrcs, qui couduisent ordinairement plus loin, li\ 
pennutation de rt chiflres a i , a 2; , a 3 , etc. se Tefi»; 
mix Involution exposces; la voici dans une forme iA: 
Tolutoire nouvcllo. ou les nombres semblent ne suivt«: 
aucun ordre. Pour ^^tre plus court, et par lä plus claii 
je ne prcndrai que les chilFres 1234. La generalitd • 
pst pas tüujours dans Ic nombrc indetcrmine de» chosd 
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lajf 



I 

2 
l 

4 



Avecde 1* attention on trourera d* 
abord , qne les quaternalres verticaux 
sont composds du cycle 1234» 
commence a nn de ses qiiatre chiffres' 
et terminö au voisin ; 2 3 4 Ij 3 4 i a, 
4103- 

9 la premicre evoludon , est la 

permutation de r 3 3 4 k un. 

J'en deduis la permutation d 

deux, eu ecrivant cette cVolu- 

tion 4 — 1 = 3 fois de haut 
cn bas, et ajoutant a droii e le» 

xycles 2 3 4'» 34^^» 4 » - 3* 

Pourobtenirla permutation k trois, 

j* (Scris r evolution binalre 4 — 2 z=: a 

fois de suite, et j* ajoute respective- 

ment k droite V un sous V autre - 

34i24i2^a34i» 412323413412, 
provenant de 2341, 3412,4123 
considere comme un seul cycle. 

On procede analoguenient poiir 
rendre la permutation quaternaire. 
II est palpable, que la methode a lieu 
pour tant de chifl'res ou choses qu* on 
veut: eile a ccla de particulier qu' 
eile nö demande que la peine de 
copier. 

Sfous venons de präsenter difFerentes loix stelegraphi- 
ou verticale» : elles peuvent etre constantes, varia- 
I, ä periodes, ä cycles, enfin derivvcs d*une norme 
Iconque F ?/. Leurs applications sont nombreusos 
5 les sciences. Les periodes conllantcs se rencontrcnt 
Chronologie, ou les cycles solair« et lunaire^ let 



I 


2 




4 


Ijs 


4 


I 


3 


4 


I 


2 


4 


I 


2 


3 


J 3 


4 


2 


»4 


I 


3 


3 I 


2 


4 


43 


^ 


I 


14 


2 


3 


3 I 


3 


4 


3 2 


4 


I 


U 


I 


3 


1 2 


4 


3 


3 3 


) 


4 


34 


2 


I 


41 


3 


3 


I 3 


3 


4 


34 


3 


I 


3 J 


4 


2 


42 


I 


3 


I 4 


s 


2 
1 


2 J 


4:3 


3314 


4 


3 


l^' 


.1 
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indictionsromaines, les periodes, juliennes, gri?gc>riei|j 
et autres sont de cette espccc. Le synchroiiisnie de 1* 
stoire, ou r art de v,eriiier les dates au nioyen dupani| 
lisme des eres, produit des colonnes conibinatoireai 
Ica rangs respeciifü ont cette loi simple; 7< • 7; -ff 
71 4- J» etc. Dans uiie autre occasion je serai plus A 
du sur cette maiiere. i 

Les rangs obliques sous toute sortc d' angles,? 
meme selon des direclion courbcs, ne sontpas md 
iitiles pour parvenir rapidement a certains re6ult| 
Cette consideration , en la poussant plus loin, condU 
de r Analyse Combinatoire u la Geometrie Co^ 
binatoire et a la Möchanique Combinatoilf 
toutes des parLies cacore en friche de la Science A 
Conihiiiais o?l\*^ 

Dans la seconde Sammlung Analytiscl 
Combinatorischer Abhandlungen, le Profe. 
scur RoTHE, jeune g^ometre d*un talent dt^cide**)'« 
d*nne haute csperance pour les malhematiqucs , a ni 
meroLe la loi des deplaccmens. C* est une nouvelle dl 
riere pour T Analyse Combinatoire, oii les applicaliol 



*) Ordinis et ccncimtitatis vna omnium seruantissima eit A 
Combinutoria , et campum aperit obseriiationibus et mcditadoi 
bu» et appUcationibus Lnge lateque vastissimum, H i t< z> e A b. Syl 
C umbin. Praef. p. VI« 

^*) Cousin dit dam le dlscoiirs prcliminaire de son Asti> 
nomiti physique ,, Qn'on mo perroette de remarquer qi 
j> les astronoznes ä qui V oti deit les decoiivertes les plus b 
„portautes s' ctaient d'abord distingucs dans TAnalyte Mach 
a,nintique, Nous avona vu pliii de vingt ant un de not pli 
„ celfibres observateurs (D e 1 a La n d e ) expliqiicr au Coll^ 
„ Royal les ouvrages des Newton, des E u l e i\, des M a 
„ L A u n I N , des EEnKOULLi, etc. et devenir, pour aii 
»dire, le createar d* une chaire« destinee ii perpctuerenFran 
t, legouc des sciences pbysico - matliumati^uei/* 
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irderont pas ä se pr<fsenter. Le recllement curleux 
3UJotirs uni ä V utile , quoiqu' il n' y paraisse pas 
rerhier abord. Poiir en donner un exemple avec 
}ue Variation, je choisis la peiTnutation de ab cd 
dlqnant les deplaccmens adroite par les chifirespo- 
I » fi 9 3 9 ^t ceux ä gauche par les chiffres nega« 

ahcd ocoo 

ahäc OO/TI 

acbd ox lO 

acdb OXX2 

adbc o^x X 

adcb ,1 o 5 

hacd .riOO 

bade XIX i Cettc colonne de 



hcad -^ XX10 
heda XXX 3* 



quatemaircs a som- 



äJäc xA'2.1 me nulle, a donc 

hdca X /ioi 

cahd fLWO inalgre son asym^ 

1 

cadb ÄIX2 . . 

metrie apparente , 

cbad Aozo 

ebda ÄQX^ tme loi tres simple, 

cdab ^Al^ 

cdba ^tlZ 

dabc ;J 1 1 I 

dacb fi I 02 

dbac ;402I 

dbca ÄO03 

dcab fX22 

dcba A^13 
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Ce serait ici le Heu d'expliquer d'aiiLres developj 
mens combinatoires : niais faute des cadres i et PI 

je devrai» avoir recours a im nouveau Systeme de sigöp 
dont je ne veux pas accablcr gratuitement le Icctev 
piiisquc je devrais les r^tradnire dans mon ouvt|( 
priiicipal. La geiie de T iuiprcssion ni*a dija oblM. 
ä trop d* expcdicns pour ^tre supportablemeut clairJ 
coiicis. En fait de caractercs on ne saurait etre a 
cconomc de T attention des geomctres : ils prcfen 
quelqne complications' aux abbreviations atbltrair 
yarce, que Icur esprit combijiateur saisit sans pei 
les consequcnces et que la memoire s*eilatouche 
snpposiiions repetees. Celle -ci, qiü pevd de son aä 
vite k mesnre que le jugement prend le dessus, nj 
rite les plus grands egards chez chaque sötte de 
teiirs : V ägc adulte ne se familiarise aisement qir 
avec les sy Siemes caractcristiques bien class^s et Äcvi' 
xemcnt dislingues dans leurs parties. C*est pourqnoilf 
nonibres, doni la siiiie est la plns frappante poür öÄ' 
les honnnes, seront constamment les meilleurs ^lemöl' 
desgrandes combinaisons ,*) tels que les düveloppenirf 
analytiqnes, les nomcnclaturcs techniqnes , les latigti^*^ 
nniverselles , «tc. Les nombres renfermcnt virtnclkr 
ment Tidtie d'ordre et c'cst dans cc sens sans doute qfli;^ 
Pylhagore, le pbis grand bomme de la haute and, 
qidte, y rapportait tout, et qu'ils sont nonimes daii 
le cüapitre neuvicme de la sapience, ou Dieu est di 

} 

*) Operationam combinatoriacum fundam^ntum et retnti nantt 
proposiuctt in numeros (vx ordine atque eiiam persaltusprogr^ 
ditcdo) tcribendi modo ac ratione, vna fere atque vnica h. e. praii| 
tantissizna} ciunipsi numeri, Permittatiouumt Combinatioftiun etV^ 
xiatiunum peifectit&irna et siroplicissima omnis generia exexnpl' 
pTaebeant — .Totüxn itaque uegotium ad simplicissimas nHmera»t- 
heges xeduximui.. H z v p k in s, Sylt. Comb. p. XYL 



1. 



POLTNOME COMBINATOIRE« 



129 



m form^ le monde au niQyen des .trols.&ciences ma* 
maüques, 

TlavT» fisrptf Kocf ecptSrintü » Kctf gxSfficp iisrot^s* 

U comhina outes choses par mesiirs 9 nombre et 

f # • 

Kl • 

C ni b I n a est la tradnction la plUs exacte, de iidrx^t^ 

Lemanqiie de cadtcsj que les lignös de V hnpressioii 
ireudent pas bicn en pcHteis formes , les scules conl- 
tes pour le calcul , nf eriipecbe äu^si de donnei' aü- 
rdliui la i*:lation des principales fondtiöns colnbmsi- 
js. ' J' aurais adopt: pour eile la nolation de H i n u e n- 
iono, parfaite autaht qne le Systeme alphabeiione le 
iporte: mais »j'euse Ad alors expllqnerpar ordre une 
jcnclature savante ; ce qui anrait cliange en traitlS ' 
lel ce fapide appercu de V Analyse Cchibinaiöire al- 
isnd<$» coitipose uniqueracnt en favciir des peiscnncs 
ne la cönnaisäent qüe peu 011 point du loiu. En 
rübppant la methode, je mc suis stirtout.at lache k 
fester aori esprit et je nie siiis pen arreie anx details. 
»nqu'e led aime, pousscs anssi loih qu' il est possl- 

i# trouvera son fait dans les deux otivragcs stiivans: 

. . • ■ 

Grundriss der Combinationslehr e, parle 
ifesseur Stahl. 

Lehrb-uch der Combinatoriscben Ana- 
r$ i 8, par le Professeur W e i n g a r t n e r. 

Ce« ouvrages qui ont paru P annec dcrnierc (igoo)# 
recommandent par leur marche meLhodlqiie; on y 
irerait pln3 d' applications ; elles parailroni apparcm- 
it dans les secondes parties, quc 1* un et V auue au- 
fait espcrer. 

'11 y a deux manieres distinctes d'" introduife a une 
rie: la synthetique, qui etablit uue suite de 

I 
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principe9 pour cn donner apr^s coup les applica 
c'cst Celle de|mon Develop'peraent general:] 
est souvenr seche« Afin de d^asser en variant, ' 
employe dans ce Polynome Combinatoire 
xbaniere analytique, qui se propose un probl 
oii les principes 6e presenteiit comme par ha 
Cette deniierc, a beaucoup pres la plus amu 
est aussi la plu^ instructive, en cc qu' eile est un^ 
rention continuelle pour le lecteur, dont eile acco 
pour ainsi dire, les id^es, en revanche, les longu 
et les lacunes deviennent souvent «on partage. 
Traite d' Analyse Fonctionnaire Comb 
toire reunira les deux manierös et sera d'une 
due convenable. Comme j' aurai pour lui des 
d' une piece , la notation leibnitzienne sera plus 
,et sans aucune equivoque , outre qu' eile sera, 
nlement parlant , plus courte. Ce n' est qu* a 
uotation a cadres , formee de peu d* elemens 
xnement combin^^, que j*attache quelque prix: 
präsente n* en est qu' un Surrogat imparfait. 

Si dans cette courte esquisse je n'ai pü qu' 
rer la matiere , j' ai dumoins tach^ de ne pas 
le reproche de licgligencc. 



■ 
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AN MERKÜNGEN 

ZU 

BÜRMANN*S 
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üie ▼otsfigUclisteh hielier gebongten Stellen tns LziBfii^ 

I Schriften stehen am Ende der V orrede meines tiiiv, Sitstem* 

,H Comb. p. X — XIL ; welchen ich aus einem Briefe von 

.Junv an mich, noch folgendes hier beyfüge : 

^ jL^iBiviTZENS aneniy^rsltcher Plan ist freylich iiicflit der 

»meinige; aber auch Lexbiqitz konnte jenen iiicht ausfüh* 

ifaira. Ich habe seine Opera wieder aufmerksam durchgegan« 

Mgtn» ohne äach nur die geringste Spixv roA Verwirk. 

^nÜchnitg seihet GeJaukenalgeber ( Anatysis fupremä , aJ quam 

9^[onstituendam » "wie Leibnitz sagt» Alphaheto cogitationum 

Jinmanarumi et ad inventioHem euu Alphähetii ÄnaUjsi Axiomutum 

l-nopaf ettiHi) darinn angetroffen zu haben. In Lbibnitzbns 

Inphiloiophischen Schuften^ die Raspe gesammelt hat» sage 

Wieser zwar« dafs in dto Fragmenten eines von Leibnitz 

li^uigefangenen Werkes de augmeniis scientiarum i sich Proben 

l9t Characteristicae Comframtoriae befinden ; aber ich glaube» 

liidars, sie nur zum Surrogate gehören ^ welches Lbxbnits 

[«(der iii der Folgi seine eigentliche Characteristik i^ofal 

[«leibst filr unausführbar halten möchte) an mehrerh Orten 

ifiils Gedankenschrift Torschlägt: jede Sache .eihstweileii 

ii,init einer charakteristischen Zahl zu bezeichnen."' 

Das Übrige des Briefes handelt von der Möglichkeit ei« 

:UniTersalschrift» die Bübmarn in folgendeiti Sechsten Ab« 

mitte stinex Charakteristik; tw la tciencä des CcmbmaUakii 
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npptiquee aux autrcs sriemces par V Ideographie , vorgetragen » « 
ihr den Anstrich, zunn Theil aiick die Einrichtung, anal^i 
scher Fnnctionenformen zu geben goTVurst hat. Bebras dav 
habe ich unten (Note 20) beygebiacht. 

2) Das ist; der Aufsats^ der hier(S. 5) nach der 7« 
des Matieres folgt, den ich mir von seinem Verfasser zur V) 
laitiigen Eekanutmachiing erbeten habe, und der mit dem i 
gendcn 6ten Abschnitte: „Anwendung der CombinationsLJ 
auf eine ideo^raphirte Zeichensprache," in Verbindn 
s^eht. Man -wird diese meisterhafte Darstellung um so ms 
znit verdientem T^dyfall aufnehmen, da sie eine vortreflicbeÄ 
lind Übdrsiclit des Ganzen gewährt, und die weitere Ausfll 
ning desselben wohl noch einigen Anstand nehmen dürft 
indem Bri?^>TAP<3ii wogen einer ganz neuen von ihm einzofQ 
renden Kotation comhinatoire , beschlossen hat (ui;id bereits 'd 
tig daran arbeitet^ den Wissensch^ten ein beträchtltclies.li 
Le - und Kosten -Opfer zn bringen, und seine Lieblingfi 
auszuführen , seine Symbolistik nehmlich halb gedruckt 
tniere Partie ) lialb gravirt {Secottde Partie) herausziigehen. 
aus .ersieht man zugleich, woher in der Troisiemk Parüi 
Sectlon 3^^ komme : Instruction pour graver etc. Der Vi 
empBelilt nämlich darinn die Ausübung des Kupferstechenf- 
Icn SchrifisteUcrn , die neue Ideen und ihre Zeichen • 
die Buchdruckerkunst ihre Hülfe versagt « geschwind in 
lauf bringen wollen. 

3^ Von diesen Principes generaux d^ Atgehre^ e« iT 
analytique hat mir der Verfasser bereits eine gut gerathsne 
Kupfer gestochene Probe zugeschickt. Die Zeichen di 
find sämmtlich aus einer sehr einfachen Haapt- 
Grandform (ein Kectangel mit seinen beiden Diago: 
der Linien Durchschnitte punctirt oder unpunctirt) abgelfli 
„Wie man in der Arithmetik (sagt Bürmann) ZüFen 
Znsanimenserzungen derselben» oder Zahlen, hat, so 
ich in der Analysisa na ly tische Zififern und »iis 
«.tische Zahlen oder Functionen* an. Die aus 
f, Hauptform abgeleiteten chiffres aiuäytiques (die eich hier 
«»darstellen lassen) erkennt man an 'den schiefen Wi 
„die nombres^tmqlytiques :>ind entweder wirkliche oder hypotf 
«»tische Zusammenf ügungen der chigret analitiques, Dunh ticl 
»sWinkel werden bezeichnet > 

L.^ togariikme, | difference riduite, \ qMoiienU räbUti, 

I foncthn » | 1 xme, )^^ C9mbinak9tH * 
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>ie beiden letztem* macben die corabinatoritclien 
onc ti o nen «US ; und so werden, a ri th m et i sehe, a n'a- 
rtitcheund combiuatüTisciief ZiHern und ZaUleOt 
1er Functionen» leicht und siclier von einander nnterscbie- 
«fund können obno Zwoydeuti^kcjt niitffreiuaudergeiniscbc 
irkommen. Ein Umstand, der Tomchxnlicb meine neae al* 
braisclie Schrift varanlafst hat." F.inig^e Fragmente aus die- 
Principes' ffeneraüv d" Jlpibre worden iu der Folge (S. 22-23) 
Auszüge mitgetlieiU. 

4) i>Qv' odditi(rtic datmti numcmm prodttcettdi varietates, et 
iroctiane discerpendi , coÜPgerit , qnod vttrumque eodem recidit, mi" 
notns non est. Vi^^tn antem coUiocndi aiwi2.natioHes difcerptionum, 
mdimus proxlme. At uhi plures partes admittuntur , in- 
«# panditur ahijssus discerptionum.** Leibt^itz dissert, 
irte Comb, sub ßn. Prphl.Uf, Diese Aufgabe habe^ich (/«- 
l^gn, $. XXIL p. 73. seq.) Zuerst gelöfst. Ohne sie, und 
|e damit verwandte, in Richtigkeit gebracht z^ haben« 
Mich heine bedeutende ÄnTvendung der Combinationslehr» 
die Analytis machen. Yergl. Nov. Syst, Comb, p, XVL und 
dortigen Noten, 

C) In der Vorrede su dieser zi^eyten Sammlung habe ich 
kEüRMANivji Notation comhinatoire , "wie ich sie damals kann« 

|iiprochen. Jeut ist sie sehr vereinfacht und auf die 
Üb, Zeichen n und Q , mit ihren bestimmten A b z t; i- 
n für die nöthigen Modificationen , reducirt >vordcn. 
• geben eine vollständige Sammlung von combinato- 
:h - involutoritchen, auf nnmerisch e, lexiko* 
pbischeund andere Anordn ungen'sich beziehen- 
Lokiil - und Glatten • Zeichen» deren Auflösung 
combinatorisch - analytischen Operationen abhängig ist. 
rere meiner Freunde und Correspondenten haben in ihren 
fen an mich sich gewandert, dafs ich Büamaichs combi« 
-itche Zeichnung, neben der meinigen, und zugleich mit 
pfezung der grofsen und kleinen deutschen Buchstaben, 
iinomial • und PolynoraialcoefFicienten , in jener Vorre- 
Eentlich gut gehcifsen habe. Ich denke fiber BflRMAifNt 

meine Zeichen immer noch so, Tirie ich mich dort über 
e CS. XIX — XXI der Vorrede) ausführlich erklärt habcf« 
le können nnd werden , ohne Nachtheil der Sache , mit 

nebeneinander bestehen; und wenn man die (Note 3.^ 
bejläafig angeführte Bürmannische Bezeichnung von ZU* 

nnd Zahlen aller Ar| bedenkt, to müssen, "wenu elgent* 
B Bttduuben dabey überhaupt nicht gebmucht we»ie»i 
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anch xfothwendig die deiiucben -v^egfallen. Erst dann« 
BüHMAifK seine sämmtliclien Zeichen, ihrer Form, Beziehui 
find Wirkung' nach , dem Publikum wird vorgelegt habt 
wird solches ein vollgültiges Urtheil über dieselben , in 
•icht auf ihren absoluten und relativen Werth, firllen köna^ 
Inzwischen kann ich die Gute seiner Zeichnung » der mt 
gen unbeschadet, im Voraus verbürgen. 

6) So haben anch Ka^isteiv , Klüoel» Pfafp und Andfl| 
dia Sache lange Zeit für nugas dißidles gehalten , wie sich Bol 
mann in einem Briefe an mich ausdrückt, worinn er sich m 
nen Neubekehrten der combinatorischen Analysis nennl 
tind yielleicht sind h|\AMP. Käst»£R und Laoranob (A 
d. Math. H. yiL 8. 350. Note) viele Jahre hindurch die 
?ig*n gewesen , di^. den W^'^^ ^^V Sache gekannt und geh 
gewürdigt; habei^ Auch da meine Classen - und O 
nungszeichen und ^i^ eombinatorisch • involutorii 
Auflösung deifselben, sich schon Beyfall und Achtung 
^prb^n l^atfen » zweifelte Ffaff noch an dem Nutzen 

P 
Il^pl^aleeichen p^nn, -— k ( n+ l ) a. t. w« di^ 

fuizweckmäftig und ilberflüfsig ansah ( Erste SammL c, a, 

8« 124«) bis ihn diese zu den wichtigen Auftohlüssen (dii«l 

|a5 — 152. und zw. Samml. S. iS^r-^ig^) mit Leichtigkil 

führten. Deif savani ami , derBüRMANi« zuredet gevrieteii M 

#nf bessere Gedanken gebracht hat » ist vermuthlich Doct4| 

Kramp gewesen, durch den jener zuerst Töpfers polomifehl 

Schrift hat kennen lernen( Arch. d. Rfath. H. VIII. S. 509, 510.) 

Der Umstand , dafs über die Sache in der Folge ein Streit iid| 

stand, hat auch in der Thatf so wie die vielfache Anwenduj^ 

auf interessante Aufgaben und ihre rein - combinatorl 

tche Darstellung, die weitere Aufnahme i^nd VerbreittiB| 

derselben sehr befördert. Hoffentlich hat anch meine Abhaal 

}ung ( Ertt. SammL S. I53 — SQ^ vornehmlich aber die ddl 

inu aufgestellte und mit BeyfaU aufgenommene Darstellne 

und Deduction des polynomischen Lehrsatzes 9t 

dem allgemeinen Producten t Probleme, das Meif 

Ireygetriigen , alle noch übrigen Schwierigkeiten nnd Mifsvi 

ftändnisse gründlich zu heben und gänzlich au zerstreuen. 

7 ) Diesen Gedanken hat schon vorher ein anderer w^ 
gex Qelehrter gehabt» und ihn, in Verbindung eines Freund« 
der die Redaction der Mate^alien über sich genommen hati 
hereitt auszuführen angefangen. Ich würde Beyde um d 
^isif«ichafie|i sef^^ yeniieiite Manner hier nennen . iffenn d 
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lebmen 9 "wäre dessen VoUendang auph nicht durch a»*- 

leehene Umstände gehindert 'worden, ihrem wohlerwor« 

Rahme noch etwas zusetzen könnte. Aber freuen irird 

"wardigen Minn und Meister in seinem Fache» der 

[Gedanken zuerst gehabt hat» wenn er sehen w^ird» data 

noch endlich die Sadie in die Hände eines vortrefflichea 

genthen ist, der, so veie £r, die mannigfaltigsten 

itnitee aller Art besitst, und , nicht weniger wie Er, ge« 

E, und in England, Dentschland« den Niederlanden« 

reitli und Italien au Hause ist* 

I) Naeh Euz^ers Vorgänge und Tielfältigen Bey spielen, auf 
lick auch AnBooASTKn seinem neuesten ▼oitrefflichen 
: Colcni des Derivathns ( Pref, p. XXIL ) beruft, kann man 
deatsdien Buchstaben in analytischen Schriften allerdinga 
Leeig und bekannt ansehen. Ich habe daher den Gebrauch 
Lben in Torkommenden Fällen , wo Tielerley Buchstaben 
sind , in Schutz genommen, und zwar in der gerechten 
billin^en Voraussetzung -* dmnus hanc veniam petimusqiie 
— dafs , wenn die Ausländer etwas von den Deut« 
idun lernen und gebrauch#:n wollen» sie sich auch die dafar 
pKraSene Einrichtung gefallen lassen können ; um so mehr» 
il lanh Einführung anderer Zeichen statt der deutschen ( ne- 
if^im andern) Buchsuben, ein grofserTheil der schon beste* 
Ipidett Harmonie meiner combinatorischen Formeln aüfgeho* 
|j|l werden würde. Werden aber, wie Bühmann (Not. 3, 5) thut^ 
h Buchstaben» überhaupt aufgegeben, so müssen denndocH 
pch die deutschen notbwendig wegfallen. Dafs aber wirklich 
|i Widerwille der Ausländer gegen die deutschen Buchstaben» 
bnehmlich aue den imXezte ausführlich angegebenen Ursachen 
>groCi ist, alahier behauptet wird, und folglich dieEinfüh- 
derselben nicht bios eingebildete, sondern wirkliche» noch 
▼orhandene , Sch-wierigkeiten hat » dafür kann ich , zu je« 
in der Vorrede der zweyten Sammlung c. a. A. ( S. IX. No» 
f) angeführten Belegen , noch folgenden gana neuen » gewifa 
it unwichtigen, beyfügen» wo ein verdienter Veteran einet 
imten Akademie der Wissenschaften » unterm 28. Jun* l8oc|. 
mich schreibt: Pour Vos ouvraget combinatoires , Üs meriteroieiit 
lkr$ ttrwdmits dant toutts les langmiSf et je croit rieüementf que Voms 
nez terwice an pMic etranger , en supprimant les tettres Cro» 
iiques dornt Votn notathn, ffai appris VAÜemand avec soin » ü 
pres dästrente ans, fat voyage Umgtems en AUemagHeg et je n*ai 
pu venir k bQitt de former liiihlement ees cMf4ctire$ 
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Gothiques, ni mcm$ le$ tire dans V eeriture de mn^ 
Et je Voiis assure que je %" ai pas fnanque de bonne volonte» 

9 ) liier wird ( in l und 2 } iäas combinatorisch » anal] 
ftcli^ Geschäft im Allgemeinen kurz und bündig d&rgetl 
Alles beTiihc auf der arithmeusclien Verbindung der R« 
^ und ihrer Glieder; di^ Hauptsache dabey ist die zubetcinii 
de Norm des all^emeinGn Gliedes i diese giebc den uchyg^ 
l^his eilen Ausdruck der combinatorischen Kegeln ; ans dieiai 
mufs sich jedes verlangte Glied aut die ino<;lich8t einfache Av 
darstellen lassen ; ein kurzer und bündiger Deweis sichert d| 
ZuLissigkeit des combinatorischen VerUhreiisi einige aas|i 
wählte, schriftlich wiederholte « Anwendungen deisclbo^ 
yerschailen die nöthige Fcrtigki'it für die Au&fibung. Dieobi 
genannten Regeln beliehen sich auf die couibinatorischen Oj 
9atio9en, die man, wie in Zahlen so auch in Buchttaben,, 
Beziehung auf ihre bestimmten Zahleiiwerthe , anthmetii 
pder reiu- combinatorUch anordnen, und klassenweise, 
lexikographisch, nach jedem willkührlichen Gesetze« am bail^ 
aber inrolutorisch , vortragen kann. Anwendungen der lesi' 
Kographischen und lilasscn- Anordnung werden bey der Am 
führung von (4. und 5 ) mehrere gegeben werden. 

10) Der Polynome ComhiHatoire hat zwey Haupt th eile. INi 
eine betrifft die Prodncte, der andere die Potenzen 4il 
Reihen {Polynome Produit und Polynome Puissance')^ Jener (M 
Polynomische Producteuproblem) ist allgemeiad 
dieser ^ ^er Polynomische Lehrsatz) zeigt eilien mm 
ansgebreiteteh Nutzen für die Anwendung auch auf andere Sali 
iz, B. den Taylorisch enLehrsatz auf das P o 1 yn o m i uÜ 
be/.ogen) die ihn als Elementarsatz, voraussetzen. Oennatflf 
liebsten Übergang von jenem auf diesen, und wie das tjf 
combinatorischen Wegen mit grüfstcr Leichtigkeit geschieh! 
liabe ich C Borste Samml. c. a* A. S. 229, 230. No. 1I3 — 135^ 
gezeigt. Der (im Texte No. 3.5 angeführte Lobspruch ProW 
for Hti; GELS, betrifft diesen letzten Satz. Eine ausführlich 
Bearbeitung des Polynome Combhiatoire , nebst ^chtigen und IN 
teressanten Anwendungen desselben, hat mirBüHMASv in li 
non Zeichen vorgetragen, bereits vorlängst auf meine fiitf 
fürs- AreluT zugesendet. Die Ausführung aber dieser Zcieb< 
im Drucke fand Schvirierigkeit , und hinderte daher 'die Pub! 
nation dieses lehrreichen Aufsatzes, der aber durch die naC 
lierigG Vereinfachung der Zeichen nur noch nehr ^eyfO^^ 
kat. 
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11) Ein aasfüliTliclies clironologisch greorclnetes Yerzeicli- 
tller litelier gehörigen Schiiften findet in*n in Profes« 
Weijuoahtiner's Lehrbuche der combinatori* 
en Analysiti gleich nach der lehrreichen Vorrede zilm 
Ri Bande (Seite XLIII — XLVIII.) in 26 Numem aiifge- 
t. Alt Ergänzung sind darinn noch folgende Schriftton 
U eiitzaschaltcn, theiU })eysafügen': 

d7. Chr. Kramp de Aeqmationutn primi ordinis sdutione ge^ 

KeralL Erfordiae» 179^« 
dS. MuRHARDT cörobinatorische Behandlung der Kreis- 
bögen und trigonom. Functionen ; in der Gütting. So« 

eietät Torgelesen. 
99. De retiatlis cryptogiraphiclim Auct. Mavr* de pRASsr. 

Lipsiae, 1798. 

30. I. C. WeinoÄrttjer's Lehrbuch der combinafo- 
xitchen Analysit» nach der Theorie des Herrn Profet« 
•or HiNDENBURo's ausgearbeitet. Erster Theil« Leip- 
zig, bey Fleischer iSoo. Zweyter Theil igoi. 

31. C. D.- M . Stahles Einleitung in das Studium der 
Combinationslehre. Jena lind Leipzig, i8oi, 

33. B. F. Rettberg» die Gesetze der nach ihrer Gröfsa 
geordneten Brüche , mittelst der combina torischon 
Analysis aufgesucht. Hannover, Igoi. 

*33- Du Ccdcul des Derivations » par L. F. A. ArbooA4t. 
Strasbourg chezLevrault, i%oo, 

(J>ieses schätzbare Werk, eine erweiterte Anwen- 
dung des DifFerenzialcalculs, ist wegen einiger Berüh- 
rungspuncte, die es mit der cdinbinatoxischen Analyiis 
geroein hat, hier mit angegeben.) 

34. Mein Programm als dam.FrokanzlerderUniversitSi; 
worinn gezeigt wird : Ftmctionum Poiynomionim per serieg 
adhibito CcAaäo Derivationum nuperrime invenio , nd substi* 
tutiones in substitutiones operosas deducere , et in combinatom 
rias tandem, quibnt nuUo modo carere potest, operaUones ei 
ittvolutiones desifiere, Lipsiae, i8ol« 

12) Ein« T'ergleichende Übersieht und Zusammenstellung 
yderley combinatorischer Zeichen, der meinigen und der- 
Irfnannischen , in einer besondern Tafel , ist nützlich und 
Lchtig. BäRMAVN liann dabey auf den Dank einer grofsen 
isnge Leser rechnen, und gerade derjenigen, die, weil sie 
it Sache schon aus dem Gebrauche meiner Zeichen Kennen, 
n besten im Stande sind, die seinigen geschwind z,n, überse- 
ni und Ton ihrem Wenho ein Tollgültiges l^nheilm fäUen« 
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13) Ich will hUrüber BaRXAva't Gnudafttso ftoisw« 
4tui6T Briefe xnittheilen : — 

„Mein Augenmerk beydeni Bane der combinatoritchen 
«>chen war erftent« die am hiufigeten vorkomme! 
^Functionen einfach xa beseicbnen > a^veytena» sie so 
^»zarichten» daft die combinatorischen und andern Fan 
«,nen t unter einander gemischt , allen analytifchen O] 
«ftionen unterwürfen werden können» und so com bim 
Mvische Entwickelungen» Umkehrungen, 1 
«yf crentiatiouen und Integrationen aufsus 
talan« DieDifFerenzial- Analysis führt geschwind za Hi 
,>res ul taten , w^e Icke die combina torische hernach auaarb 
«,und entwickelt. — Die ersten Anfangsgründe sind 
,»mir kurz und gedrängt, enthalten wenige Kunstwörter 
^ein iMlinimum von Erklärungen. Eben so aparsam bii 
^mit den Regein gewesen. iMcine Absicht ist » den Leseo 
»»achwinder mit den noth wendigen (und nur mit den i 
«y-wendigen) Grundsäuen bekannt zumachen, um ihn, di 
y, Abkürzung der Vorlehren , sobald als möglich, mit int 
s.tanten Anwendungen zu beschäftigen , die den Nutzen 
MRegeln zeigen und für die Wissensdiaft einnehmen« 
t^aufinerksame Abschreiben und Wiederholen einiger gut 
„^^ihlten Beyspiele machen weit schneller , als die verb 
9, Vorschriften , mit den combinatorischen Regeln vmjL 
«»ftlucen vertraut 

f,S0gniut irrUtmt tmimos demitsa per aiuresf 
^ 9, Quem quae sunt oaüis subjeeta fideUbus — " 

YoirtreHiich ! um so mehr« da Bühmann ron der 8i 
^icht blos projectmaftig spricht , tondem telion öfters G 
genheit gehabt hat, die Methode, in seinen Vorlesung 
praktisch zu prüfen und ihren Nutzen zu bewähren. Wer v 
•ich von einepi solchen Lehrer nicht gern und willig unterr 
^an lassen! 

Dafs hierbey manche* Besonderungen {diiaUs ou partieu 
ies^ dem Scharfsinn und Fleifse des Lesers überlassen bieil 
entschuldigt Bühmarn mit Montbsqujeu : Q»i peut toiU 
gans un ptoftel fnni^ ? Nur Lfikken freylich müssen nicht gf 
aen werden , wie in dem Esprip de Loix mehrere Torkoom 
4ie selbst der geübte Denker nicht leicht auszufüllen ▼ermi 
14) Es scheint ins Unbegreifliche zu fallen, -wie fi 
HAMM zehn Alpha biete der denuchen Bezeichnung 1 
^urch zwey Zeichen und ihre Modification habe 
fetzen künnaii» Für diejenigen also* die meine Zeichn 
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leams, , -»rill ici hier crinsera t ci;"f ber mii ein fr t n- 
Aipi.&:c:z. t-r ilr eia Zcichea ^iiu S? btctüifa 
citfrc>r»cs .£:c.ai»c::ea *ciikr*cL: 8;er.er.dca B.::hf:i&«iit 

K£ir&:« w z er. ; Cit ftckiefi:s..£ncec , Vitisticner. ; 

|r;«M« c?--ii:liz. Bl-OIni*.^v■^ei:Icienlec; £.« t^'ei- 
r c 1 T 1. . rz 1 2 1 : : e i: 1 c i e n t c c i u. *. -v. \Vc-.i «* a ^^t 
fiA CcAr.r.aiio=.e£ und Viniu:xicz, r-.ehrere hia»- 

itf^ Area acd cezseiben Z.vpc-r.ei.tfn, jneLtere B i* 

sit.i :e : ti ci ez :en; :^r die E-c::iuber.rmiuc:e, r...;h 
tri Teric:.:eieE.r.ei: i«riu:LiuDec ic ces»e<De«:, z&eik« 

efi.T-r. ; si»l: oeiTicieaien pebt ; u. i . w. so "wer- 

diteiiiez. x^reyien, dritten, • . . cieftfi KitfcMS 

CDe£.i^er:tm » C:iich cie ZBrt^:ri^en eritea» zvre'v» 

Liiziec . . . BuchfSirer. dieser AlpLAbeiCt Juf: £j»j£ 

Jc-lr» cei x»:Äcr.iubes, 'Drzeiil.zei. Die ltx.i c ogxtj JL2r 
feAc Or£.z.=2^ TTird vcn ceTa;ixneris C2.cn Kl&Sien-L'LrEi 

liMl.blc3:i:.L:e Bu::.»uben ,,A*j IS' C*"" ^" - 

piie:e &^e 2nT:l^:cris:Le Aacrr.r.arig tos »jiden 1 .^ 

■i«::*rlfr:JLea corc^ die besc^ncern BacLsuben J ci^l ^ a»- 

MwtitiBLr. Ten cen berderler Zeicher. Mebreret is **—**— 
finiBi za ier z'tTeTiecSiT.ailciig combinatoriscc-axmTZi&r: 
Wmri r g&si S. AI — AIX. . . Da-Is ich schon -rsufsr ns 
nr£caB.iL:.z^sc:.ez: 2ieici:&eC6uiea£e Zcici^cun^ 
'**.S. jLII, XI ii ur.dXViI\ Die rcn zciz pev-- 
^^ Cttr2n£..:JLsub£z« reieiri^t das Xirfmun as: 
: iz. Drucks zi; atzn MiTinr.j.m.d.cr i>ec 




ticift : ^r.c ft. i:at cenz £uc:- j3;it.Trr.ii 
li die Ti^lk:s;zL»r.f:ea icnlechterdinfi &beri 




15], 2:.>K>>!s anheilt über die htm 
wie .li. : .,5ic %Tercc.z , crze JSnncsnn 
lic linc zti'£zeizz:.^cr befithez.." Vt« 
mmt. hcDt iiz -. Zrsie ^trag. .. t & X ^.J 
bcn. Slliz .Lz^it rekuiste, Tiirn; cn. z 

II Uglichez Gerraz.ch ^ell&.L^: ur- icat -^zz ; 

zten Or^LLaz^g azd Pc^rc fet {n. ju: *f^r-r- .^ . ■■ 
»de; zxkit t^iLLzrzntez. ^taam. vatzi Tcrts^: " "^ 
h becaexn <;e»ez und »ctonuiMs jiits — rr-.*- , •• 
cLftcaben tiz^c — inexÄeL z iiii— ii jt IrÄu-« * ^ ' \ 
ien» nnd da, -vr: sie 2iflmi£. ol C''.t.£T '^''. 



«« 
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ihroT Form so einfache und sich «ntzeiclinende» der BeclentftV 
nach fafftliche und in der Anwendung leichte Zeichen # iij|' 
blos bey Ausländern (vornehmlich solchen, denen die Si;^ 
sehen Buchstaben fremdf also beschwerlich zu lesen und noi 
mehr zu schreiben, sind ) sondern auch selbst in Deutschlt ^ 
^ Terdienten B<yfall Enden, und dex^ Geschmack an der cofli^ 
• natoiischen Analysis sehr wcrdon ausbreiten helfen; woznl-- 
häuEgcn Anwendungen, dioBüHMANN von seinen Zeichen i^- 
^vichtige und interessante Aufgaben gemacht hat « nicht wd - 
bey tragen werden. ij i: 

x6) Ich billige es sehr, dafs BiiRMANN dieTonLElBUr 
und B£Iv^o^LI.I ^ebiauchien so zahlreichen Kunstwörter nnp 
nützt vorbeygegangcu ist, zumal da die wenigsten auf das u" 
beziehen, was hier die Hauptsache ausmacht : \virkli9.V 
Darstellung der Vorbindungen gegebener Ol« 
ge. Ich habe einige dieser technischen Benennungen ( 
Syst, Perm» et Comb, p. 11^ — VLScct «) erklärt, aber wenig 
gar keinen Gebrauch in der Folge davon gaiuacht ; die b 
baltenen jedoch genau in dem Sinne gebraucht » den ihnen 
Urheber gegeben hatten. Dagegen Kümmeu einige von näxM 
formte, desto häufiger in meinen und Anderer cumbinatorisclili 
Schritten vor» und ich habe um so weniger Bedenken geoi 
gen, sie aut-'zuführen , da sie , durch die Umstände .der] Sidi 
gleichsam von selbst herbeygefiihrt wurden; auch passende «4 
Hauptbegriffü bezeichnende Kunstwörter vornehmlich geschidjg 
sind, sich kurz und pracis auszudrücken. Ich will hier S^ 
wichtigsten anfütiren und neben einander stellen : 

„Com binatorische Elemente und ihre Zahlen wertha; Cofl 
»«binatorischo Operationen; Zeiger; Complexiou i KlaSSi 
•»Ordnung; Summen - und Distanzexponent; gut geordnal 
9,Ct>inplexionen, Ordnungen und Klassen, mit und ohneWn' 
„derholnng» an sich und zu bestimmten Summen; Lokal» 
9,chen und ihre combinatorischen Werthe ; verbundere, Soal^' 
t»frir jeneund Zeiger für diese; arithmetisch- und rein »co^ 
».binatorische , recurrirende und involutorische Form; ariti 
,,mographische , lexikographitche und stelegraphische *) tm 
y,Tolution und Evolution; u. s. w.'* - 

\ 
% 

*) Säuleuf ormi g (in mehrern verticalrn Reihen nebcneina^ 
dtr, in die Tiefe [Aich. der Mathem. H, I. S, 15.] ) g^ 
schrieben e coniMnalOTisclie Anordnung oder Iuvolnti(A 
Man kiiiiutc auch m y l o g r a p h i s c h ( roii ffT'jho^ , co/kw»Wj 
sohreibcu» Ich ziehe aber stulegraphisch vor. Dcun cimBi^ 
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r Ifi Dmterlirsc «i;!; ••£< ZiM frcetS-rsr-Ä» ron tlcer ua- 
iMtimBstfii Arn... .- r :i s i : i i : L sa o^sx ^iiitfxii, a*U 

-- - J Jt* -f- c- j- — r .; — r •— .- V^ - — y v — + r .v -> - - - 

|riu. n=- «Si« Cws.; ::;::;.-=. ttc ^ «r .«i?.; ".'jcr «ire .».^c 
itLii Za-.. zi. -'.-"• r. z, : , : — ^ auf. F-r ..r. ^y«.eir. t.s n *'iü 

»eir.i .\: :.«. sur 4 : :./.-•..: - u r — ^ r- . - - • uri cu' JorL-.^» 
]p«..er]Ä.i;:j: J .'"i. ." ^••\ r. J, , l!C. I».' • :"•.:•.:. liie fi»:e 
"üJ ci..r«cLs:e A ..• -j. c=r Arirriaci-. : .,!• 5 J^a ^e'-l-^neu 

»cier; f.:r jvie g.«^*' tre /..Li, die ii.:c.;>i:c»!j;-r./*e :;i :v-!.i«:i- 
nben*' iit <:.r.e c:miira:crisc!. e. unJ i:; $0 fe::- • r Her 
itiihn'.*»iik ii-r cii-. Le;i::>a:z vll^'^f'^J^ auj tfir.er asidc.n» 
Vor al'.er Ariilixrr: !. vcrhcr^cuc ie.-. \Vi,«»r*,.iiali, dev Com« 
Mb ation s 1 ff :; re. Unä el :;^ cilese r{>cra.!iiiiiig; ist es, di« 
sich auf dal H ta;..ini Mrcnc ir. dci t\ niw>inr.io7isclieu AKalvsia» 
midit I n vo i:t t i«' nen alLr Xit leicetd ( Arcli. der M.iii II. 
I. S. 17 — 22.) r»;hMA ..> beirerl.i sclir waKr, die trsieii und 
•Vni&clisten Rrgeln d«. r .\iitl nietik sevt'u nie'*;::- M'deri als eine 
l^umer&ticn uitiir \ :rrscliicd«.x.on Ans «.!i:en l>vtr.*clitei; die nrlil:- 
8i0t:iclien Opernciüiicn sir..! ii.iinlicli hl ^5 1> e li i 11 ^ t e com b i« 
Hatorischej v.o man d??ii absv luton und relativen WortU 
der Ziffern fir Ji.' i!.:l.liU , und dic«er ZrJil' u I'e-iciiuxig uuii 
Wirkung auf eiuauilcr in i^e'rajltran«^ /.«tf:^:. 

iS) Die An.uy»i8 und Algcl-ra hat man iiiJu imnirr «re- 
Bin und bflstimnit >;enu^ von ein«nder untorichicdeu. l)ün>i a n'M 
ta{C in einem seiner Briefe» wo ex von der Analysis eben di«- 
•elbeEiklärung giebt, wie hier im Texte: ..«'« r.e cMculcqne lie^ 
^rapparts 9 et teux 'ci ne son^ tjue It^s nomh.'cs viti^^irs mjitiJ.Li' urbi" 
tjbrairement'j les chiffrc^ t^incfaux a, * , c, etc. ne *.iM#ü/f;'t re^nc^entejt 
Houtre chose, N£^VTo^ a donc tn^s hien dthni C Aualuse: Arit ti rn J- 
^ique unive/selle, g* appLlie avic Bi'zovr » Al^ibre^ la ti«« 

wird steh oder steh brym ViiRrv ühcihaiivt für Sit wie |co- 
braucht; dann hrilVi ffrijXjj in.-hcsomlcri- jcdo i'.iulo, iiiliui-U-ic-Ut 
einer darauf bcnndlicluii n a c h r i c h 1 1 i cli ci\ A u t » c ii » i 1 t S 
und 50 kann es eine Giänzsänlc, Frirdensüäiilo , Bun»l»s • .ml»* . 
Grabsäule (einen Lcii Ileus U in) und, naiüi di-ju iiebr.iucli liM^i tci 
Zeiten^ < ine Postsliulc , rimn Wegweiser etc. l»edeuU'n. l'ml vn ;%• 
»ind denn die vcriiralm Bnchstabeu - oder ZaUlcncolouiic «t&avis? 
als Siinlcn m'.t Aufschriften? ^ * ^Vt-ß^Tcistr lux die UivoUi 
tioiicu ? . 
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„Udhuiac^gmpkiqHt, qmi est k tAuitlifte ce ^mg Ut notes 
'^tMusiqug iDNt a la compoiifioii." 

„Deux txpressions du mime nomhre , om detix fanetimis de 
aawrfmr, prenneHi fe nom d* equation • des 9»* »« des elemenr est 
9^Urminer. Si plusiewn ie sont^ Veqmatwn tera suseeptibie d\ 
^^efwmei^ qn^otn voudra^ puisqu' au mohu un des elemeus dem 
^^tarhitndn» C est sw ces equations qm'opere le eaicul des diße 
«sdff tOMl geiires caieiä, qui a V evaluetion des foncUons^ pour obj 
„pour refsoMre§ dant les eas difficUes^ U devel^ppement en 
9gmes plus commodesy 

BiiHMAHM lettt alio das Goichäft det AhaljtiB iti die . 

findong und Bestimmung der Norm der technii 

Opaxationen jFftr die cu euchenden Gröfsen ; die Norm • 

•ber, sowohl dem Ansdrncke als romelimlich der AuHö 

Bacha gehört der Algebra ku. Dieser Unterschied kommt 

dem » wie ihn Professor KlüoeI ( Erste Samml. t. a. A. S 

49^ festsetzt, im Wesentlichen abereia. Zu den vorlängs 

kannten» sehr manoichfaltig verschiedenen Noimen oder 

mon der Gröfsen, ist nun neuerlich die ooiabinatoris 

kinsugekommen • und in die Analyiis von mir eingeführt ' 

den. Die Tachygraphie combinatoire , wie sie Bükma^in ne 

meigt eich am wirksamsten in den combinatorischen 

Tolntionen, dieser ganz eignen, an Einfachheit und Lt 

tigkeit der Darstellung und Entwickelung alles übertrefEroi 

Conscruction der gesuchten Gröfsen aus ihren Elementen: 

man Alles » ohne vorgängige Reduction, sogleich gut geord 

findet 9 wo das Auge, mit Einem Überblicke die goscul 

Ökonomie weit schneller auffafst und dem Verstand übei 

lert, als es der blos verbale Vortrag nicht zu thun veri: 

Von diesen wichtigen Hülfsmitteln der Analysis , die sich 

ir^öhnlich auf bestimmte Summen beziehen, habe ich in 

( Erste Samml. c. a. A. S. 5i — 54- Note c ) angeführten Ste 

•Qsführlich gehandelt, denen man n(*ch die lexicographisc 

und arithmographischen ganz vollendeten Involutionen zu 

bestimmten Summen (Das. S. 202. und 204.) beifügen ki 

Beyde geben und versohafFen, wie schon Prof. Pf äff (A 

der IVIath. H* VII* S. 34g. Note) bemerkt hat, deutlich gezei 

»ete, allgemeine Formeln, die von den blos in Worten w 

läuftig ausgedrückten Regeln sehr lebhaft abstechen. 

„Jede Function (sagt BüRicAiin in einem Briefe an mi 

•ist ein airtthmetitcher Satz, nämlich die (meistenth 

«„uohygrai^hisahe } Vorschrift der arithmetischen Zähllari 

4,walche dif Function in eine Zahl amteuea4 Function kön 
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anf deutsch Satz übenetst "werAtn , nnd Analysif 8 ä C •• 

inndes i^fllcbes mit dem Holländischen Steükonst überain* 

le, und Algebra (in Bezovt^s Sinne t nach dem ungtlehr« 

Sprachgebrauehe : c* est de talgebre pour moi) wftrdeS e ts* 

lizeichnnng heiften müssen." Bürmanv will jedoeE 

deatschen Namen keines w^eges snm Gebrauche empfehlen« 

fliat dadurch nur die Bedeutung jener Benennungen in des 

angeben und nachweisen wollen. Von der Etymologi« 

Worts Algebra und Ton der Cosa der Cossisten unter an« 

auch KÄSTNEH, in der Vorerinnerung zur dritten Ausgab« 

Analysis endlicher Gröfsen. 
19} Man hann den nützlichen Gebrauch apptöximatori<* 
Formeln und Vorschriften durch mehrere in der Astro» 
iie gewöhnliche indirecte Verfahren sehr gut rechtfertigen» 
will hier nur der häufigen Anwendungen der Regie des 
{m posHions gedenhen, „qtti rend les ß^ethodes indirects» et leu^ 
eet air d* elegance qui platt taut aux Geometret, Mais comme cef 
}des sont woms compHquees t plus htteWgibles t et plus faciles 
IS la pratique^ eües sont d*un tres-prand secours daHs V Astronom 
et meme , lorsqH* eilet vont an hat par uH chem'm snr et abrego 
^ißitmU preferables aux Methodes dire'ctes, qui suppo* 
'*iiMftt navpice dans les ohservationt , une precision a Im quelle U est im-* 
iifCKfiUp d'* atteindre, et qüi par Ih deviennent inutile dans h pratique.** 
fla Caille Leqons elem. d' Astron, Avertiss. p. X,^ Wer 
iMicht wohl die Wurzeln der Gleichungen Vom dritten und 
Merten Grade nach Cardam^s und Bombelli's Regel» und 
Kslit ihnen nicht vielmehr die indirecten Anuäherungsverfah* 
in zum Gebrauche weit vor ? Wie viel Formeln hat man 

tht in der Dioptrik aufgeführt , die alle Empfehlung von Sei* 
djBT geometrischen Genauigkeit haben, die aber so Ter* 
Kckelt sind« dafs man erst von ihrer Schürfe nachlassen mufs» 
ite sie praktisch brauchbar zu machen ; und wieviel hat nichc 
llflrder einzige Eulkr durch Einführung geschmeidigerer und 
^proxima torisch er Formeln geliestet! 

so) Auch von seiner Ideographie » oder der $cience des Com» 
IboiiofiJ« appliquee aux autres sciencesi ^ par V Ideographie , hat 
Armani« ausführliche Proben mir zugesendet; davon hier 
der Kürze nur Folgendes , da sich die Figuren dazu nichc 
vorlegen lassen. Burmakn geht von einem Paradigme ge* 
oder Prototttpe des grammes aus» und leitet davon seine mom 
imes, dyogrammes f trigrammes - • - poly grammes ab. Auf 
le folgen einige Distinctions und Ari^mogrammes , on lettres'* 
ideographiquesg numeriquement classesi und nun Derivation (aux 
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six ptacM du paradigme); Inflexion- (aux mtmcs plac€t mJ/iiJHJ! 
fMMt); Ittterponction ; und endlich die Sijnjiyammes ^ ou ariik^. 
gyammes t plus ou, nmins modifies- Dies sind sclion iDodifidt- 
Phrasan. Wie in der Algebra, stellt hier ein stenographiscW- 
Symbol oft die Ausspraclie mehrerer Zeilen \'or. Aach ergiti 
jitch aus den vorgelegten Beyspielen, dafs diese Ideogxaphife 9 
gleich eine wahre Tacbygrap};iie ist, und es noch um so ihehx wiH 
dafs (weil Bürmat^m alle seine prammes simples an Linien s«t 
oder anhängt) man t wie für die Noten in der Musik, im Yü 
aus linirte Blatter parat haben kann, die grammes darauf 4 
schreiben. Freylicb raufs man. um sich diese Zeichen nü 
ihrer Bedeutung und Zusammensetzung gelautig xu machen, d 
ernstliches Studium darauf verwenden, das aber dadurch ft| 
gemein erleichtert wird , well diese Ideographie combiai 
corisch -analytisch' ist. Andere pasigraphische na 
etenogrnphische Zeichnungen, die ich damit verglichen halH 
«ind zu gekünstelt, und das gröfste unmodificirte Wort i 
nach BüHMANn^s Ideqgiaphie leichter zu schreiben» als in 9^ 
Pasigiaphie nach Memieu ein Buchstabe. 

„Mit der Ideographie (schreibt mir Bürman^) iit es wij 
„mit der combinatorischen Analysis ; sie schreckt nur bis mal 
^,damit bekannt ist. Sie istnicht viel schwerer als die Algebq 
9»aber g^Avifs sehr viel leichter als die chinesische Schrift (^ 
„unvollkommene Ideographie}, Avelche msn do'ih in einj|^ 
S.Jahren geläufig lesen lernt, >t''io mich Reisende» die imLiflj 
9»de waren, versichert habeu. Eine gute Ideographio läfit sic| 
«»viel geschwinder lesen, als gewölmliche Schrift 2. B. ffXdxm 
welches Wort wir nie sodeutlichdarstellen werden. Aber frejl 
lieh raüfste die Ideographie schon so weit ols clie Algebra sefi 
»»Dazu ist denn nöthig, dafs man die Versuche !iüuft» und da 
»,man nicht, "wie bisher immer geschehen ist, selbige ihrer U^ 
»»Vollkommenheit wegen gänzlich Vorwirft.** \ 

21 ) Proben davon giebt das zunächst folgende DeveUppi 
fnent ginercd (no. //) und dts ^Polifuome combhatoire (^no. ü/.Jf 
ein Auszug aus den ausführlichem» mir früher zusendeten (l4 
Mrorinn zugleich die Bürmannische Zeichnung so weit abgelfl; 
dert worden ist, als nöthig war» um solche durch gewOhhij 
che Typen im Druck darstellen zu können. Was BühmAI^ 
weiterhin behauptet, die DifFerenzial- Analysis von der co4 
binatorischon zu trennen, sey beyden nachtheilig» man mili^ 
lio vielmehr innig mit einander vereinigen und amalgamirs* 
ist sehr wichtig» und nur eine neue Bekräftigung dessen» w4 
•X schon andeiw^its (Arch. d. Math. II. VIII. S» 4P5.} ges^ 






£iSAl DB CaRACTE^HISTIQUE CoMBINATOIRf» I45 

bat. Der dott» in meiner KWeytenddmmlnng^ combtitiito« 

- »ziAlytiflclier Abhandlungen » nachznliefeni verspTocheno 

LU Ton BrinMAMS » wird, teinexn Inhalte nach, aber bo* 

itlieli erweitert und verirollkoniuinet,nunin dessen eignend 

an ■einem gehörigen Orte erscheinen. 
13} Professor Ahbooa«T hat in seinem Buche nur eia 
Bgea Beyspiel dieser Art (no. 440.} bey^ebracht. Von di«» 
lAbichnict wird es genii^en hier bloS den AnUng und den 

klnfs ftnxiiffthre&! ,^Voici kn etemple okVtudiee n de D /*it 

fr actio n." In diesem fieyspiele , wo ^^ m ^* findet Aa* 

(ait Hieb feinem Ausdrucke D i • D '^ i^» den Viertel»' 
oder 

, .^ Ä-4-4- ^•6«^- R» 'O. to --- 
^ 3-3-S--7- «9* 9* ^' "-- 

den belcannten Bruch nach Wallis, Undnna derSchlnfst 
%e m^etendrai pas d"" avcmtage •, je fi* ai votdu qH*indiqtur Vusagä 
*9fi pettt faire des derivees a indiee frarii^nnahre et reveiüer par ik- 
tetuion sur tes dijJerentieUes k indice fractionttnür« ^ *H3^\ <V^ a eia 
adiive jusqu^ä presenV* (i)o Catcul des Derivations 
114.) In deiQMlben Weche (iio. i$6, p. )88.) hat Aivbooast 
ibw d^pelte Entwickelung der oben im Texte stehenden 
&Küön 2»" y ( A ä; )™ , wo y rr (f x , angegeben und durch 
A Aeytpiei erläutert. Von diesen * wie dort bemerkt wird» 
■lum t dla erste mit der von Burma nn dem Institut national de 
Ltt» ( Tom* IL des Mem, de V inst. hist. p» i6.) rorgelegun Rei« 
pflbareiti« 

ts3) BaAMANN^s Vorfahren* die Glieder der fortlaufenden 
*}i9 $ wie gemeine Brüche, neben einander« nicht wie ge- 
nlich in schiefer Richtung untereinander, tu tchreibeB, isc 
ijlqneiii und Baum erfparendl 80 hat schon Dan. BERH0irLz.r 

Glieder solcher Brflcha — • -r» ~ « • • «, neben einander 

a p y 

ALtt und Indicis genennt, weil sie nachweisen, bis auf win 

Lt nen den eontimiirlichen Bruch Verfolgen will. (^00» 

u Ae Petr» T.XX. p. Hfil») Bühmam i«*8 Bezeichnnng gewinne 

d«diirch, dafs nach der Zahl oder dem Buchstaben im 

iser • ttoch die Zeichen + oder -— der nächstfolgenden Zäh« 

oder Brflche beygeschrieben werden. 

14) Meine combinatorischen Behandlungen der continuiv« 
oder FolgebrUolio stej^tn (Aroh. d. Math. Heft I. S«47* 

R 
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6t: H.H. 8.154-195; H.III. S.3t9-3a6}. im leUUn 
satse habe ich geceii^t» wie mehrere grofte Matbemil 
(£ux.EA* Lambert » Dan. B£Rkouz.li) der Erfindung 
«ombinatoriflchen Involutioneu gins nahe geweeen aind, 
doch im geringsten etwas davon zu ahnden. Dasselbe 
4or Folge auch von ds Moitbe (Arch* d. IVIath. U. IV. 8.: 
nnd DB LA Grakgb (Topf. Comb. Anal. S. laj) 
iTorden- Euleh behauptete, das Gesetz» nadi irelcheni 
Jmt und Nenner in den successiren Werthen der contiai 
eben Brache» aus den einzelnen Zählern und Nennern 
Glieder sich zusanunen setzen» sey nicht leicht doij 
XU sehen (H. lil. S. 322); nnd dennodi liegt das Gesets 
demselben Wege» den er eingeschlagen hatte. Die Weil 
tigkeit » in die man durch das gewöhnliche Verfahren 
führte Dan. BEnnouLLi^N auf eine Abkfirznng, die er prt 
^ssimum compemdium naunt«» und die im Grunde nichts $r^^ 
if c» als EuLCAS Regel, nur symbolisch ausgedrAckt. Den U 
Schritt, den BEHiiot7x.z,i noch sa thnn hatte» die eini 
Glieder der Zähler und Nenner far die redndrten Werthe 
Brüche» nicht neben» sondern unter einander zu. stellen» 
io in eine fig Ar liehe A n Ordnung sa bringen» die 
se Glieder fast laut von ihm förderten (Das. S. 333, ^H)i dill' 
Schritt that Behkovlli nicht» und verfehlte so die letsti |p 
wichtigste aller Abkürzungen — die com binatOTiiefl 
Involution — die das Gesetz» das Eulbr suchte« wid' 
(Berhoulli) auf dem Fufse verfolgte » ohne es eTreicb«Kil 
können» ganz o£Een vor Augen legt» und so durch sinnlUl 
Anschauung dem Verstände überliefere Darauf paAc 
BüHMAZiN^s Äusserung oben im Texte» and er hat 
Vorgänger auf diesem Wege. Was die von BüRtt arn 
Jiin angeführten proudei eombimatohret von Laoraroe an 
s# findet man solche in verschiedenen Stellen seiner 
ten» mehr oder minder entwici^ih CArch. der Math« U. 
8. 361 • 369). Die dort (S. 3(8 ) nur angegebene nicht a 
fahrte Bestimmung des allgemeinen Cotfffieienten der nnj 
stimmten Potenz des Polynoms« ist combinatorisch 
R-ller Form« 

25) Woher es gekommen» dafs Jacob nnd Joharh Buj 
K0UL1.1» dafs EuLER und andere grpfse Mathematiker» o! 
Leibnitzer's Schriften gewifs fleifsig gelesen haben, die?« 
theila der com bina torischen Analysis, bev so starken Sil 
aechdrücklicliexi » nicht seiteo eksutischen Empfehlungen m 
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IiObsprÜolieti dertelban« telbit nacH einer Ton Lsibi^itz' uu$ 
^fnLrlieli anfgettellten Probe — der Auflösung eines telir yei^ 
kirickelteii Problems —dennoch übersehen haben; davon habe 
lidi in der Voürede zu Infin. Dign. p. XVIII, XIX, ingl. A'ow 
i%jt. Combiri. p. XVI. Note (?) die Ursuche angegeben* 

36) Lr.iBNitz hat Ton seiner Rechenmascliine selbst eiiio 
büM Beschreibung und Abbildung (Opp. T. IlL No, LXKIV^ 
f4i3 — 4»5. Fig. 85; it' p. 27, ag) gegeben. Späterhin is« 
■Üs Maschine von Hannover nach Göttitigcn geschieht wordent 
Xi^a Prtief. Lud. Dutens p IV.) Kästner hat sie aber nicht, wi^ 
[-DüTEns daselbst sagt, wieder hergestellt; fie befand sich noch 
is Jahre X77S ganz ungangbar aaF dem Göttingischen Obserra^ 
I ntio, rro ich sie selbst gesehen habe. Hahn's« Müllers und 
Aaderer Rechenmaschinen sind gleichfalls , aus eignen ausführ- 
[.Eehen Beschreibangen bekannt. Von Lamberts Verdiensten 
Factoren- und andere, arithmetische, trigouometrislie und 
lytische Tafeln, zeigen seine Bey trage zum Gebrauch, 
Mathematik im zweyteuiund dritten Theile, seine Zn« 
P|ltze zu den trigonometrischen und logarithmischen Tafeln« 
ud der 5te Band seines deutschen gelehrieu B r i e f w o ch-> ' 
••lt. Hierher gehört auch meine ,. Beschreibung — Zahlen« 
i Aank Abzahlen oder Abmessen — zu finden, nebst Anwon^ 
«Aug der Methode auf verschiedene Zahlen, besonders an^ 
I f.ihe darnach zu fertigende Factorentafel — Leipzig, 1776." 
k Wie durch die darinn getroffene Grundlage für Factoreu- und 
f'ttdera l^afeln » so wie durch die Bearbeitung dersolbon, der 
^combinatörische Geist in mir geweckt und der Sinn dafür ge- 
Milrfr ^Torden ^ey« ist CArchi der Matli. H. tl. S. 243 — 34^^^ 
LluFahrlich gezeigt worden. FroL Felkels zugleich untem 
FjOBineiie Bearbeitung einer Factorentafel, veranlafste*eiiiexv 
[hnit zwischeii ihm und mir , der sich aber von selbst legte* 
[Is sich fand , däfs zwar Beyder Bearbeitung der Tafel mecha* 
dennoch äb6t Felkees rhabdologische Ausfuh* 
derselben von meiner combinatorischen ganz verr 
iedenen sey » Itztere auch einen viel grossem Umfang for 
it Anwendung auf andere Tafeln zeige, als die erstere. Dies 
[iil Lambchvs Unheil im sten Band« seines Briefwechsels 
[L 194» 19Ä) ÜB welchen! seine Correspondeuz mit mir und 
^fftsfii. enthalteü ist. 

Dia grossen Vortheilo ,, welche die in jehetBeschielbung g^ 
^rtA oombinatorisck - mechanische Bearbeitung der in pjcijens 
tDigelegten Z«UffO gewähren » sind auch nicht unbenuzt §# 
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blieben. Die Folgen davon sind dref grosse ausfahTlicba. 
fein» die bey mix ganx vollendet» im Manuscript« liegen« 

i) Eine Faetorentaf el« in vrelcLer alle Primsal 
und alie einfache Tlicüer der zusatnmengesezten , durch 
uiclit tbeil baren Zahlen» von i bis Million» ausgesezt befindl 
lind. Das sehr günstige Urtlieil» daa Herr Dii'eccor 
KotJi.T.i » der diese Tafeln bey mir in Leipzig schon vor 
reren Jahien ganz vollendet in der Handschrift gesehen 
darüber fällt (LAMB.'Briefw. 5.B. S. ft4i). gründet sich 
dals ich bey dem Vortrage der Zahlen soTVolil als ihrer Fi 
fen ein ganz neues Zahlensystem (das Centesinu 
System) befolgt , und das gebräuchliche Dekadische 
gleich io innig damit inVerbindung gesezt habe» dafs man 
Zeichen der Zahlen und ihrer Factoren auf der Stelle» 
ohne ein Blatt umzuschlagen ingewohnliche dekadische Zii 
und Zahlen umsetzen kann. Es i«t zu bedauern, dafs die 
sen Kosten des Verlags mehrmalige Hindernisse der Ai 
rang in den Weg gelegt» und selche bis itz sni 
Iiabea. 

O £i"o Tafel der Quadrat* und CubikxikU4 
der Wurzeln von i bis Hunderttausend. Den ersten Estwän 
dazu hat Herr von Sciiukberc gemacht (Lamb. Briefvr. B J| 
8.-^309) Die Abkürzung des Vortrags ist» ohne Nachtheü 
Deutlichkeit» sehr beträchtlich (Daf. B. 5. S. 220^. 

3) Division stafeln» oder Tariffe aller PrimzahleB 

I bis 997. Eigentlich : mechanische Division ans lafiff^ 

der zusammengehörigen» combinatorisch angeordneten» 

lieben Dividenden» Quodentea und Reste dieser Zahlen. YJ 

diesen TarifiFen (Das. B. 5) an mehreren Orten. Die beqi 

sto Construction derselben |(£bend. S 207 — 211) Von UM 

fast unglaublichen \YirkHngen einer solchen ZasemmeaiM 

lung (Das. S. 215 und Arclu der Math. H. VII. S. 4| 
Nore.) 1 

Das hier Beygebrachte mrd lunreiehend seyn» den 
Nutzen combinatorischer Anordnangen nnd Verfahren» zu 
dianischer Aufsuchung der Zahlen zu bewähren, wodurch 
selbige weit schneller und sichrer finden lassen» als durch 
nen der gewöhnlichen abkürzenden Rechncuigsvortheile ni( 
lieb ist. 

=7) Die I^Ümmations Jes imamnues (^ören gröfstentheill ^ 
den bestimmten! theils an den unbestimmten» theilf i| 
den mehr alt beitiflunten Ao%ebeB {PnbUmes thun^ 
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iM«r. pttts que determmes,) BArmatyn nennt sie mit 
Recht äimikations etettdues; denn Ton den allgemeinen el- 
fibndfchen Operationen, die sich combinetoritch erleich- 
oft aar enf diesem Wege darstellen und realitiren 
:kMen, ist woUl Keine so vyeitlauftig und tchwierig, aU 
xumal je grösser die Anzahl der unbekannten Grössen 
ifld Gleichungen, und von je hoherni Grade und mehrern Glie- 
(ieni diese Gleichungen sind. Versdiiedene Methoden und dar- 
labgeloitete Formeln : von NEWTü^ (Jriththet. univ, p. 57 — 64) l 
J ?Ui£l'Z.ba (J\1em, del* Ac, desSca Berltn, annee 1745. p. 243 — 24g} 
1 001 1764. p. 91—104; Utrod, in JnuL Inf, L. IL p. 263 und 



'|iStf5 ««9O; von Laorakoe. (Mem. — Berlin^ annee IjSg, 
YlOi — 318) übrigens ist das Eliminationsproblem eint 
IM denjenigen» wo man schon vorlängst eombinatorischo 
Hilfe gesucht hat» So hat r.. B. Cuamer (^Analyse des lignes 
9 Appendlee t de C evanouissemeut des hiconnues />. 636 ^eqj) 
igt (Das. p. ^58) dafs. bcy gegebenen einfachen Gleichun« 
dio Eliaiination auf den Permutationen der Coefficienten 
[tsser Gleichungen henihe ; auch p, 660 — 676) den wichtigen 
Tall fftr awey Grössen x^ t§ und eben so viel Gleichungen von 
ica Graden m« n, ein« (s. B. x) an eliniiniren, behandelt, eino 
CMiUnatorisihe Formel dafilx angegeben , und beyspielsweit« 
Mf& Gleichungen ä;3 — 2ax^ + ^ayx — y3 — ©, und 

^**+y'JW — aj' = 0) angewendet. Eine verbesserte com- 
UBatorifche Anordnung der ersten Aufgabe von Gramer habe 
in meiner Vorrede zu Küdioers Spee, anal, de lin, curv, sec» 
nnd einen strengen combinatorischcn Beweis seines Ver« 
• hat Prof. Rothe Cs^^yte Samml. c. a. Abh. S. 263 ff«) 
t mehreren andern ven^andten Untersuchungen . gegeben» 
iSa hierher gehöriges Hauptbuch » das aber viel weniger be« 
nt ist» als es zu seyn verdiente» ist die Theorie giu ende des 
r tdgebriques i par M, Bezout. Paris 1779* Die Bezouti- 
n Verfahren sind gtöfstemheils (ohnedafs er sie selbst dafilc 
ten oder daran gedacht haben mag) combinatori^ch» 
in der Ausführung zum Theil sehr weitläuftig und ermft* 
; wovon ich hier nur eeine Refiie gdnerole puur colculer, 
k Ja fwSt ou stparcmMt, Us valeurs des incounues dans les c(pia' 
du premier degre (p, 172 — 187) »Is Bey spiel anführen will» 
man mit der Crameriachen oder meiner Vorschrift (a a. O.) 
ichen kann. Es ist daher sehr zu bedauern . dafs dem Ver* 

m 

snder Zeitvl77Q)n)eine combinatnrischen Operationen »In- 
nen nnd Sitze noch nicht bekannt seyn konnten *. we» 



^ 
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äurch sein Werk» zum gröfsten Yortheil der Wittent« 
«n Abkürzung und Deutlichkeit viel gewonnen haben 
Ei vrArde sehr Terdienstlich seyn, Tvenn ein Analyst diaBtsoi 
flehen weitUnftigen Verfahren, SStze und Regeln in die i 
Gombinatoritche Sptache und ihre darstellende Zei( 
fiberseTzon wollte. Ein solches Unternehmen würde » 
der reichen Auibeato die es gäbe» den Da)i)i des Fabl 
liicht verfehlen^ 

ag) Hierher geboren unter andern die stelegraphiii 
geordneten, von mir sogenannten cyclischen Pexiodai 
Vmd ihr Gebranch in der X>iophanti8chon od et unbfstii 
Analytik C^^eipz. Magaz. der Math. Jahrg. i78f$. St. }. 8. 3gl.^ 
eine combinatorische Auflösung der von Euler und L^oRARij 
fchon behandelten Anfgabe: ,t&lle Gleichungen vom 
Grade , mit zw^ey oder mehrern unbekannten Grössen» in 
fen Zahlen aufznlösen", (Arch, der Math. H- YJ^ S, 9<6)i 

Kine der wichstigsten und weit sich erstreckende 
duiig der combina to rischen auf die anbestimi 
Analysis» beruht auf der Auflösung der unbestimmten 
chnngen , wie ^ + <7-}-'' + J + «tc. = m, oder otp +, 
4- yr 4. dj -j^ etc. =/z, fftr gegebene w», n.und ftf 

Y' ^v s • • • (jede Gleichung einzeln, für sieh, oder ench bflfl 
In Verbindung mit einander) in ganzen und bejahten Zahlest ^ 
o nicht ausgeschlossen. Die erste Gleichung führt und beflPP 

•ich auf Variatironsclassen für den Zeiger (o, I»3.*.ii 

diezweyte (für welche«» yS, y» ^ • • • gewöjuilich 1 1^ 

3, 4 . .. . go» dafs7'+ a4r4- S^'H- 4«^ ^ • • • + ctcri^ 

«af Suramen von Corabinationsclassen für den 2ei|^ 
^O » I ,' 2 « . « ri) ; Beyde Gleichungen zusammen» auf s^ 
bestimmte Combinationsclasse , die beyden Gleichungen Of 
3ifige thut. Einzelne Beyspiele analytischer Aufgaben» mit Bl 
ziehnug auf solche Bedingungsgleichungen» haben M 
MoivRE, Jacob Bernoulli, und LAonANoz gegeben. m| 
liäufig und scharfsinnig findiat man sie neuerlich von Kaai 
(Attal, des Rdfract. astron, p. 71 — gl, £. S. e» a. A. S. loa — 117» 
Z. S. c. a. A. S. 341 — 366) bey^ seinen combinatorischi 
Integralen oder Aggregaten, gebraucht und in Yerbindi 
»it Zahl eutnf eichen angewendet» deren Zahlen als ^ 
fammengehörige Werthe der p 9 €[ y r ^ s . , . am leichtMlj 
fUf combinatprischen Wegen sich finden lassen» und eben dil 
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Ifeii «tue coinbiiiatoritche Auflösiuijjf gelien. Dia Auf* 
ioBg tolcher nnbestimniteii Gleichungen, auf dam gewöhnli« 
m Wege» würde in grosse WeitLiuftiglielt hlhren (E. S. c. a. A« 
IXp» I2*3. Bey mir komooen dergleichen BediagungsgleiGhnn<^ 
B gewöhnlich nicht vor, weil ich 4>für sogleich das sugehöri« 
2eichen der Involution der mehreren oder einzelnen ClasteB« 
t aacergesezteni Zeiger setze, und dadurch die fiedingungen 
er an bestimmten Gleichungen im Voraus erfölle. 

19. HuTOENs* Leibs iTZEifSi Jac. rnid Dav. Bzr9oux.i:.i*0# 
)iTRE*s» Mohmorc^s. Evlb&^s» Laoramqe*8» Lafx.acb*s; 
üDORCET^s, TETE^s und Anderer zahlreiche Schriften; und 
m Theil tiefe Forschungen in dem Fache derWahrscheinlieliF 
it and deren manniohfaltigste Anwendung auf allerley G«» 
BiUnde der Wissenschaften und Künste» der Gewerbe nnt 
I gemeinen Lebens, £nd zu bekannt, all dafs sie erst hier 
{geführt werden dürften. Ilierbey liegt nun gewöhnlich di« 
izekl möglicher oder nach gewissen Gesetze'n beschränktec 
Inngen oder Versetzungen gegebener Dinge zum Grunde* 
n aber eine Wissenschaft, die weit inoiger und natAs* 
mit der Gombinationslehre in Verbindung steht» ab 
andere ; die ausser der Anzahl jener Verbindungen nnA 
ingen der gegebenen Dinge, noch ganz Torzüglieh di« 
rirkliche Darttelinng derselben zum Zweck hat, unA 
den erheblichsten Nuuen zieht — die Akax.tsis. Pro- 
davon haben vorlängst Leibsitz, de Moivre» Bosco* 
ICH, Gramer nnd Bezout gegeben» auch haben insbeson« 
Lbibmtz und Boscowich, die Vorzüge der. comb.inat<r 
len Verfahren laut, und ersterer nicht selten mit unbt- 
^aiten Lobsprüchen , gerühmt. Gleichwohl scheint dies al- 
J^fAr die Wissenschaft Terlohren gegangen zn teyn, to laog* 
is ersten und einfachsten Gründe der Saehe noch «ichl au(» 
iAmden und zu einem System verarbeitet waren; wodwrbk 
SB eret hinterher die Wichtigkeit jener ersten Versuch^ 
id Verfahren gehörig sdiätzen, nnd dabey zugleich ein- 
ken lernte «' vrie solche sich noch Terbessem « weiter Ter« 
Jlkommnen und ganm vollenden laaten. (E* Sa Ci A» A 
155 -^ ?6l), 

30} Ein Beyspiel einer ausführlichen eombinatorischen THt^ 
llung von Beromanm , die Zahl und Zusammenseuung der 
^rannten zwey-.drey- vier- fünf -fachen (aus den zu sei* 
r Zn% allgemein angenemmeMa fünf einfadien) Erden kft- 
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ressant« leyn wird « dai über einen so lange und ai 
tead Terfolgten Gegenstand von ihm ist gefunden woi 
X)a das Dcveloppement general (ein ausceLoLenes Stficli 
Fragment aus dem BflaMAMNiscHEV Traite du calcut for.ct'wv. 
fombmatoini) blos.für Nichtanfänger und Kenner ges;.hnebfr 
bey denen es mehr anf Fülle der Sachen und Gad^nkent ah 
umBtändliche Auseinandersetzung ankommt, die der Veru 
'rro und so weit es nöthig, in seinem gröfsem Werke s( 
l^ben wird : so enthalte ich xi.ish allf:r erläuternden Anmer 
gen und Beyspieie. Nur c!ie.L£XBNiT/^iscHF.K Coefficiei 
"Wie sie BQaimakn von ihrem Urheber nennt« und ihren 
1>ranch bey. den combinatorischcn Anordnungen (Dcv, 
). 4, 13» 13} werden einige Bemerkungen nicht überflätsig 
eben — selbt für geübte Analysten, denen combinatoriscba 
griffe und Verfahren noch nicht recht gelauSg sindr 

A) LsrBTri TZ ISCHE Coefficionten und ihre Anwirnc 
(Dev. ^efi. §. 4). BüHMANN hat sich dieser Coefficienten 1 
nehmi ich Zahlen statt der Buchstaben gesezt werden) mit | 
eem Vorthoil bedient, und so vermittelst der einfachsten , 
Iialzeichen (wie ich sie nenne) die gesuchte Entwickd 
der Functionen ungemein erleiehtert Der ,ocus classicusfQt 
gleichen Bezeichnung ist Leibkitzers Koua Awüs im 
. €ae promotio specimhte iudicata; dum Designatiove pir Nufui 
^assumtit ios loco Literarum, Algebra ex CombincttoYia An 
cem capit CF.eibn. Opp. T. IlL p, 359 et 3^6, 367). Wst 
Opera Lei i\y, nicht bey derHsndhat, kann diese roerk^ 
dige Stelle in (ier Vorrede (p. XVII) zu meinen Itißn, Di 
Bach&ehen ; wo ich auch (p. XV, XVI} das LexbvizIi 
specimen mit aufgeführt habe. Diese Bezeichnung macht 
Grundlage zu der I.eibmtzischen Combinatovia characferi 
▼on der dieser grosse Mann zw^ar oft gesprochen ([mehrere 
len vos ihm , über den Nutzen der Combi na tionslehrer in 
Analysis, und für ein? tUgeineine philosophische Sprache, 
hen in meinen A'or. Sust, Perm, et Comb, Praef, p, X — i 
aber nichts davon entwickelt aufgestellt hat. Besonder 
kürt hierbev noch die Stelle (Opp. T. Ifl. p. 416 und im 
StfSt. p. 35 f 5) "WO gezeigt wird , wie man die CoefEci« 
mehrerer Reihen deutlich durch Zahlen nnterscbs 
kann. V\ras dort Leibnitz bey spiel weise für zvrey Gl 
ungev nachgewiesen, das hat Bürmaivk auf zwey Reihen 
oessirer Functionen angewendet, und dabey Functionen cto 
Jer TOB denon df^ Nenner durch zwey neben ainandor ges 
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oderZifftm (Ditt an'tan fOr die Z&hlor, dia. sway^ 
fite di« (Nenner) beietehnet und unteriehieden • ao» 
dia Uomftglichkeii^ . lich korzer und rägleich deudichec 

anssudrücken unmittelbaK dabey einlanchtat.*} 

focfc si^Hr« Dal von BtaxAnii (Dev. g6n. (• 4.) angigabena 

für N» das all§;emeine ute Glied» ist gans leicht und 

:h, !Nfar könnte et icheinen » däia die darinn Torkoainieiv» 

Bucheteben ^9 hf c , d ^ m •» deren Werthe nachher 

angegeben, und durch eine (n die Augen fallende Ha* 

Irans bestimmt -werden » eben daiTregen zu Weitltnftig- 

m ffthrtaiu Aber diese Recurrens nunfs , wie auQh BflR* 

in arfnnertf snit der in der Analysit tonst gewöhnlichen» 

so lästigen» nicht verwechselt werden. Sie istcoxnbina« 

[tis ch e r A;r t (Zw. S. c. a« A, S. 34 und S« 48 -<^ 50) und 

sich inTolutorisoh ausfuhren. Es wird nicht übcrflättig 

i» "w^ia das geschehen könne • hier in der Kürze nachzu«» 

>n. Zu dieser Absicht will ieh •' 

L In dem Bürmaivniscbzv Ausdrocke fftr N» statt der dor« 

Buchstaben a^ b^ c^ d • • • (nach dem Ton mir im 

iva derIVIathem* Heft I. 3. 3ft — 35 aufgeführten Verfah« 

kO fie Buchstaben 3(| QJ/ C/ SD • « • gebrauchen und fo 

^Wni.oTi+Ä. o(7i-.-i)-f-©.o(if — 5) + ctc.-4-Öl.or 

7i$ 05/ ([/ 2) • • • bezeichnen hier zwejeilej; 1} Die 

nnng in der Folge ^n II» IV und V) TOrkomniendeu 

itorischen Winkel» und 3) den Inhalt derselben, wie 

Finden Winkeln eingeschrieben steht; in welchen Falle meine 

0/ Si/ S) • • • n;iit den Bühm^nmxschxh U% bg c, d, . • 
Lonunen übereinstimmen. 

Die groften deutschen Buchstaben, in Beaiehung auf die ge* 
(en Winkel, sind demnach hier eine Art Lekalzei- 
|ken» -welche andeuten, wo man das was man sucht zu finden 
pti J^ wird liie^ Con^inem j^ro R^ cgntetUfß geneuvt. dieser Jj;k* 



^ Eine and<*re Anwendung dieser bey mebrern Reihen »• 
Minemen I«£XBKZTzzscinLir Beziehung auf dat Eliminationsprobleii^ 
it Prof. I\oTHE (Zw. S. a. c, A^ S^ ««a U» f.) g<>flitcUt und viclf 
cheu I^iuzcn daraus gezogen« 
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lialt giebc clio eombinatoriich« Aaordnan 
dor grorsten Leichtigkeit» weil bey Conttruction dei 
tionen ^ia IV und V) dit Winkel täniBitlich g 
weriien. 

II, Di« rageliniisig fortsehreiteaden Fectoren^ 07f,( 
o(w — a) . . 03 Ol iB dem ob gen CO Werthe 
baben kleine Sck^ri«ri|;keir. Den' Inhalt der Coef 
^ '"•/ £«•!)••• giebc dteBllAMA^^xscH£ Reletioo 
09 Bg r, J • . . (^Dtv» gem. ^ 4^ und so findet 1 
^n dortigen Gleich ungeaf Ar «f ^9 <*» ^ • • . sutt 
^ent -- , Tor der üand AbeniU des Zeichen + getest) 
liait odex die Wenhe von 

«5r:3f. (/i— 2)C« — i) 

+ I. («— i-2)7l 



C=5f-(/*— 3)(w — 3) 

iD = e.(«— 4)C«— 3) 

+ ®. (/£— 4H"— a) 

-f- 3f. (« — 4)(« — i) 
-f- I. (/i — 4) n 



u. 



s. 



w. 



(. 



Ifl* Ans dem Werthe für N in (I) findet mau (^nZZ I 

^ ^ 6 nach und nach getezt) die ei, 

A» B» C» D, Et F' CDev. g6n. 5. 4) na 

Ocdanng : 



a^VU't,0T9MKJt9T OS'iTS'aAIi 



«57 



jf - 

B = 
C : 

X): 

IL = 
F : 

«tc. 



ot 



03 + ^# 02 -j* ^. Ol 

04 + X. o^ ■+- ©. 6a + €.01 

05 + 71.04 -j- %. 03 +to^+flJ Ol 

06 + X05 + 9.c4 + (£.Ö3 + 3).o2+f.oi 



etc. 



et€j 



etc. 



lie Werthe für % T^, ^ S . • . aus (II) lieli eigpbai 
I man auch dort '2 = 1/ 2/ 3/4/5/ ^ * * • • tucces^ 

r. Aus (II) kan man nrni sogleich » worauf hier alles an« 
nc, für N folgende allgemeine Involution mit Win« 

1 HÜ, ^%/ €£» etc. und ihren Füllungen (wM 
. H« X. S, 35) anordnen : 



Ä 



© 






(«-3) 0'-5) 
(«-3)(w-2) 

(ff- 3) ;/ 



1°, 






0. 



(//-4; (71-3)1^ 

(7/-4) («-3) 
(71-4) (11-3) 

(7/ -4) (71-3) 

(»i-4)(ii-a) 

(11-4) («-2) 
(11-4) (»-I) 

(^ -4) ^' 



w* 



u. 



a. 



w. 



f. 



1^ in den lezten Gliedern der Winkel (hier nnd in II) \%\ 
LoKalseichen f sondern die Zahl I, und kann also als 
or weggelassen werden; wie «ilch in d« Folge (in Y...) 
hehen ist^ 
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V. Die • allgemein« Inrolntion (in IV) 1 

gen derC""** ')> (^ — ^) t 0^ — 3) • • • etwa« i« 
ce auf. Fflr Bestimmte Werthe ^on n z. B. für 
oder fCä dea eechiten Bnckitabea F» fallt «Hat soi 



6^3423 



»• 



C- 



56-3? 
36 



"m » 



SD- 



^3 

5645.04 

46.24 

5625 

d6 



12 
12 

12 
12 
12 

12 

12 



€ 



56.4s.34a3 

4^3413 
563513 

36.r» 
56.45.14 

45.14 

$6.15 
16 



Nafch (II) iit tiHmlidi Ä = (w — i) w, für das fM ( 
F<>r das 6te, t, wäre also (w~ 6 geiezt ) 2t ZU 5* 6 
▲lifang det Inrolution für die Coefficiantei 
Gliedes 3 woiatis man die erste Complezion 55. 45. 34. 
nnd alle Übrigen, wie die Winkel nachweisen» ohne . 
sigkeit ableitet (I^ IV) 

VI. Diese Involution gilt für alle Gliedet odet Thi 
)Pk Vrenn mah nädi' einaüdier . Was 

in den Winkeln H0 Q>/ (S, 2)^ C steht 
init^enFactoren 05^ 04/ 03/ OS^ Ol muli 
itplicirt» und 06 alt Anfangsglied yoranscit* 



TTT. Die Glieder der Werthe ^on 3/ 9/ C/ 3> • • * • ha. 

nicht durchgängig das Zeichen + wie man (in II') rot 

Uend engeBommen hatte. Wegen der Zeichen itt aUo 
merken , dafs jedem Producte in den Winkeln , dftt, ans ei« 

geraden Anzahl Facturen besteht, das Zeichen 4*'» eus 
ler im g e r a d e ti A nzahl aber» das Zeichen — Toriuifecxexi 

Und so ist (iU, V) 



— 06 — 



56j 05 + 56. 4 j 04 - 56. 4 J- 34( 03 + €U;. 
— 46 + 46. 34 

+ 56 35 



56 



.ans erhellet zugleich , woher die yerschiedencn 2[eichetf 
den Coefficienten des yten Gliedes (Dev.gen, $.4) kommen« 
warum BiIkmaicn QetWAS weiter vorher) in den Werthen 
B, C, X).- E die Zeichen -f- und — abwech^elsid nur ia« 
far die ersten Corrplexionen gesezt hat; weil sich nehna* 
daraus die für die übrige;a, untergesetzten, sogleich 
" Hen lassen. 

iiroerkung. Ich habe schon anderwärts (Arch.' der Ma« 

H. II. S. 160 — 19s} den Reichthum und die grorsd 

ichfaltigkeit corobinatorischer Gesetze für die Werthe deif 

inuitlichen BrAche angeführt. Das überaus Icichtis Fort* 

gesets bey obiger Involution {IV, V)i wo Wetfhe von 

«rthen abgeleitet werden, istzuns Theil stelegraphisch 

I4X>. Note). Ein f;anz und durchaus ste-^egTaphi« 

kes für dergleichen Brüche hat F^f. Rotue C** e« O. 

[i|l „^ i<^4) angegeben; ein anderes von Bürmamn (hiec 

3) für die hiesige Involution, ist von diesem ganz rerschisu 

, und dadurch metk würdig, dafs es zeigt, wie anfangs 

■ seine Factoren, dann Factorengruppen yoa 

4. 18' 6 • • • Factoren hinter einander, sich nach he« 
mmten Intervallen in den auf einander folgenden senk« 
ten (stelegraphisch angeordneten) Coionnen wiederholen*)' 



^) Die scelcgrapbischcn Anordnungen stellen sich, auweilen gaiur 
rartct dar. So s. H, Frof, Äotüs^s Auffühnmg der Sttiien^ 



Dm Kaiclitlinm combinatotitcliei: Veränderangen und 
Damellung ist anenchöpflich \ 

B) VefgleicKang derBürmannischen« and Buxkhardtis 
Hindenburgitchen und Töpferischeu Zeichen und : 
Zatammenitellung bey Auflüsuag des Problems ( 
gen. 5. 13) 

fiey nargedachtem Probleme 



Sommer 



• • 



Junn man fragen « wie die Bilrniannische Auflosang mit 
dort (am Ende von $. 13) ongefohrten Btirckhardtiaclien 
Hindenburgifclien und der» denselben Zweck mit ihr ve 

Senden, Tupferischen » zusammenhänge» und eine auf die 
pre sich reduciren lasse?' 

T. Burckhardt't Verfahren, die zusammengehörigen Zä 
und Nenner der snccessiren Brüche zu finden, steht im k\ 
der Matbem. (H. II. S. 174 — 17S) und beliebt' sich soft 
continuilrlichexi Bruch 

I ■ X -lI. ^ 9 ti 

5+ 4+ 6+ «+ ''10+ 12-f. . . , 

wo all« Lokial reichen der Zahler durch ungerade 2 
len t/ 3' 5' 7^ 9' I' r * * > *lle Lokalzeich ender Nss 
durch gerade Zahlen» 3/ 4» ^' ^# I^f '2 • * • aa 
dirackt werden^ Beyder Brüche Vergleichung zeigt 1 

cUr» 

Burckh/s I 3 

Bfirm.'f 11^ n — i^ 
ingleichen 

BuTckh/f 2 4 

Bärm/s n — 1/ n — 2, n~3, 

aut einander übereinstixnmen und für einander getezc wei 
Können« 



exponenten ffw Permutationen fZw. S. c. ä, A. S. 164) fftr 
«h« die CykeX in den auf ehiaudrr folgeudon verücalcu Colonnen 
•elbft Ift die Augen f alLen« 



5 


7 


9 


n — 2' 


M 3' 


M— 4, 


6 


8 


»0 


n — S/ 


M--4 


« — f. 



TTT. Die Glieder der Werthe ^on 3/ 9/ C/ 3> . • • ha. 
m nicht durchgängig das Zeichen + wie man (in II') rot 
r Hand angeBommen hatte. Wegen der Zeichen ist also 

merken, dals jedem Producte in den Winkeln, dat ant ei« 
r geraden Anzahl Factoren besteht, dat Zeichen 4*', ah* 
ler ungeraden Anzahl aber, das Zeichen — Touuietaexi 
,. Lud so ist (111, V) 

F= 06 — j6j 05 + 56. 4 j 04 - 56' 4 J- 34j 03 + eu; 

-;;:; 46^ + 46. 34 

+ 56 35 

— 56^ 

— -- - - ,- , 

lerant erhellet zugleich , woher die yerschiedenen 2[eichetf 
ly den Coefficienten des 9ten Gliedes (Dev,gcn, $.4) kommen« 
id warum BiiiiMAi«» (etwas weiter vorher) in den Werthen 
IT B, C, D, £ die Zeichen -f und — abwech^elsid nur ia« 
ler für die ersten Con^pioxionen gesezt hat; weil sich nehm* 
«h daraus die für die übrige;a, untergesetzten, sogleich 
^bmeheu lassen. 

jlnnierkung. Ich habe schon anderwärts (Arch.' der Ma« 
^eni. H. II- S. 160 — 19s} den Reichthum und die gi-ofsd 
[annichfaltigkeit conibinatorischer Gesetze für die Werthe deif 
tetinuitlichen BrAche angeführt. Das überaus leichte Fort* 
mgtgesets bey obiger Involution (IV, V), wo Wetthe von 
IT • r t h e n abgeleitet werden« ist zum Theil stelegraphisch' 
L 14.0. Note). Ein f;anz und durchani ste^^egraphi• 
ihee für dergleichen Brüche hat F^f. Rotue (a. a. O. 

igl — 174) angegeben; ein anderes von Bürmamn (hiec 
123) für die hiesige Involution, ist von diesem ganz rerschi«« 
In und dadurch merkwürdig , dnfs es zeigt« wie anfangs 
in seine Factoren, dann Factorengruppen von 

A, 18' 6 • • • Factoren hinter einander, sich nach he« 
iiDinten Intervallen in den auf einander folgenden senk« 
shcen (ttelegraphisch angeordneten) Coionnen wiederholen*)' 



e^ I^ie scelcgrapbischcn Anordnungen stellen sich, anheilen gauar 
ff^yüTtct dar, ^o z. J}. Frof. tVoTüS^s Au^^uhrung dcxSttiien^ 
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Zablen» gleichfalls nach der Ordnung gelesen » neb«& einaajb 
und hintereinander schreiben. J 

Anmh« fi. Dio so geordneten Conplexionen , Yon nnii 
herauf gelesen, etiramen mit den Bilrmannischen » ron oM 
Lerunter gelesen, Tollkommen überein. Mau Tergleiche d| 
Darstellung (a. a. O. S. Igg). 

II. HzNDENBUKGs Verfahren für solche Brüche kommt i| 
mehreren Orten des Archivs vor. Hier will ich unter ands^ 
die Darstellung (Heft III. S. 334) von Zähler und Nenner sj 
führen» die sich auf den Bruch (S. 33 1) 

a h c . d e f 

^^^^^^^^^^ ^^^^^^^^^^^^_ ^^^^^^^^^^_ ^^«i^^^^^^M ^^i^^H^H^^^^^ ^ 

*+ /3+ y+ d+ «+ . • 

\ l>ezieht, den ich t= Z setzen, und" jeden ^unbestimmten 1 
Werth von ilui^ zvn (zvalor ntus) nennen und ausdrücken 
Hier stimmen also 

Hindb.'s. a b c d < 

Bflrm's. »' n — l' n — 2' »— ?3' if— 4! 

ingleichen 

Hindb/s » ß y i r .i 

Bürm.'s n — i, w — 2/ w — 3^ »—4^ ^ — p^ 

mit einander überein. 

Beyspiel, Ans z » 5> dem 5ten Werthe des Bruchet c, 
der Hindenburgischen Darstellang (a. a. O. 8. 314) die 
mannische abzuleiten. 

Aufl. Man setze des Bürmtnnischo n ÜI 5, so beuehll 
eich auf einander ^ 

H— s. a b e d e 

B-s. 5V 4' 3' 2' 1' 

und man findet , die Bürmannischen Zeichen statt der Hindsi 
burgischen in die beyden Involutionen (S. ^34) für Zähler m| 
Nenner gesezt, mit Beobachtung dessen, was in den htjita 
▼orhergehenden Anmerkungen (8. l6u 162) angefühlt wordoril 
den Bruch : ^ 



« ß y i i 
4/ 3# fl/ »/ < 



Di/VELO rPEBIENT Ge'ne'rAI; ißt 

fieytpiel. Die Bnrdkhardtitehe Darttellung des Zlklert 
[fa. 4. O. S. 177 J in die Bürmannisch« su ▼•rvrandeln , und so 
\ine darcli die andere zu pfriifen. 

AufL Die höchste in der Burckhtrdtisdieii Darstellnng C 
torkommeude Zahl ist 16. Man mufa also, um bis auf 
iliese Zahl zu kommen, das fiürmaniiitche /i :=r Q leuen. £• 
iieziehen sich also auf einander 

Burckh/s I 3 5 7 9 II 13 15 
Bürxn.'t 8' 7' 6' 5' 4' 8' ft' 1' 
Bglfdchen 

Burckh.'s 3 4 6 8 lO 12 14 l6 

Bilrm/s 7/6 5/ 4/ 3# 2, I. O. 
iro man also statt der Burekhardtischen Lokalzeichen im dotm 
igen Zähler C, nur die zugehörigen Bürmanniacben- setzen darf» 
Eben so Terfilhr« man für den Nenner B (a. a« O. S. 176)« 

Dieselbe Burckhaidtische Datitellung C gilt auch für den 
Kahler des unmittelbar vorhergehenden Bruchs \ den lex« 
feen von BAamakr (Bev. gin. §. 13.} dargestellten ?iumerateur : 
fend so gäbe aach B den sulezt dort dargestellten Denominateiir. 

ülvr mürste nan dafilr bey Bühmat^n '1ZZ7 (wie vorher 

'/IT 8) setzen« die lezte verticale Columne in der Burek- 
hardtischen Darstellung C (für den Zähler) wo 16 darinn vor- 
kommt * abschneiden, und nur diejenigen Complexiunen linker 
Band des Abschneidestrichs (^mit Übergebung der übrigen) bey« 
behalten I von denen 16 ist abgeschnitten worden. Man ver- 
gleiche die Darstellung (a. a. O. S. i88). Auf eine Ähnlich« 
Ut verfahrt man mit dem Nenner B» um den Bürmannischea 
ezten Deuominateur daraus abzuleiten. Der Beweis lür die 
Surckhardtischo Darstellung tüx Zähler und Nenner ist im Ar* 
hiv nicht angegebeu; man findet ihn aber in der Barckhardti-' 
chen Schrift : Methodus combinatorio - anaiytica , euolMendis jractkH 
'.am contmuarum vaUtribus maxime idoHMm Lipihe 1 794« 

An merk. i. In den Burekhardtischen Coraplexionea 
uwiBBen uni^erade und gerade L*okalzeichen unter ein* 
ttder gemengt vor. Nicht so bey Burmas n» welcher Zahlen 
Mit dem Striche oben« und Zahlen mit dem Striche unteot 
|ede Art von einander gesondert, neben einander stellt. Dieses 
.■a erhalten» darf man nur bey Burckhardt die geraden Zahlen 
aach der Ordnaag gelesen« nobaa einandar« and die ungeladen 



r 

\ 



• 
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y^o in den TJüblem» <t und Jaater CaTsiTsahlan von I an : 
der Ordnung; in den Nennern, lauter gewöhnlich gen 
li«nde Zahlen von 1 an « äU Lokelzeichen ▼oxkomman. 
der erste Zähler Ct i%t anders gezeichnet, weil «r das Beton 
hat, als Factor communis in d«r Attflüsungtfoxmel für zvn 
zutreten. 

Nach dem lezten Bruche ttimnifn also 

Topfer't : a ' 2 ) 4 j , 

Burm't: n^ w-l' 71-2' w-3' 7«-4' w-J^ , 
ingleichen 

Töpferi I a 3 4 5 6 * 

B/irm'f w- i^ 71-2, 71-3^ 71-4, n-^^, >f-6, . 

mit einander üherein. 

I. Bcyspiol. Aus zvö» dem sechsten Werthe des Bmi 
g nach der Töpferiichen Darstellung, die Bürmaunticli« 
zuleiten. 

Die Tüpfetische Auflösung Ca O. S. I82) giebt; 

^23456 + «34./^+ 2. 3f 

236. 4 4. Jj 
256. 5 6. a^ 

456- a 

zi;6 ~ 






1^3456 + 1234./ 4- 12. i/ + /JJ 

I23^* <f 14- */ 
1256. 5 16. Jf 
1456. 2 34. // 

345<5- ' 36- '4 
, 55. ij 

wo ich die Compiexionen im Zäliler und Im Nenn«r> die 
Töpfern in zwey ganzen Colonnen neben einander stehen 
in gebrochenen Colonnen unter einander gesetzt habe , wi 
die Ordnuni^ dTar BArmannischen Complezionea eifbnien 



DeVeloppement gene'kal (§, 4» la, 13.) 16^ 



3' a' 



Diese mu finden» darf muixinT fi^^ 5» und tutt 
T — •: a ,t 2 j ^ 5 
B— ai 6^ 5' 4' 
« tute 

B-s: 5. 4r 3/ 



4 

2/ 



5 
1/ 



* • • 



• * 



• • • 



o. 



• • 



sn. Man vergleiche den Bürmanniichen Broeh. ffir gvS im 
)ma (S. 4Q 

. BeiepieL Aut dem Bruche für 2v6 nach Töpfer, den 
m Toxhergehenden zvs herzuleiten. 

Lofl. In dem obigen Bruche filr zv6 übergehe man allo 
iplexionen; darinn 6 nicht vorkommt; bey denen, ^pvorinn 
»rkonunt. werfe man die 6 weg) waf übrig bleibt > giebt 
^ompl^xionen für 



/ - 



234J + 33. 4 + ^4 
2S' 3 

45« * 



s— - 



■*• 



12345 + 123- 
125. 

145- 
34 5« 



^ + I. ^4 
3 3. ^4 
2 S; 'i 



man liier filc 
T— • Ä 
B — » 5' 



I 

4' 



2t 

3- 



S 
2, 



4 
1/ 



5 



^ J 4 » 

3' 2' i< rl 4, 

Dmmen die Burraanniichen Complexionen für zvS (wU 

6 SO leichte Umsetzung einet Werthet in den andern, ohn« 
Substitution und Reduction, zeigt schon den grossen Nu»* 
sombinaiorischer Anordnungen , der noch mehr einlcuch* 
wenn, man sieht, dafs die Töpferische Darstellung des 
1er und. Nenner sich sogar, was man kaum erwartet haue» 
[nvolutionen bringen lasse CAich« der Math. H.ILS. 189!) 
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I 'r 

Obtchon TöFFEK und Büiimavn sich hty B«luuidlaiis 4 
continuirliclien Brüche einerley Zweck vorgetext; hatten (S. 
so sind doch die Regeln« die sie für die Anordnung der 
plexionen vorschreiben , ganz verschieden. Eben so lind Hi 
SENBuno und Burcxhakdt» in Ansehung der Ableitung fol 
der werthe aus den vorhergehenden » von denselben Substiiy 
tionen (Arch. d. Math. S. 174) ausgegangen» sind aber gar b^ 
auf von einander ganz verschiedene Wege gerathen. EU 
neue Bestätigung der Alannichfaltigkoit combinatorischer 'Ol 
Tvickeiungen und Gesetze für dieselben Gegenständ» ! ^^ 

Möchte das Wenige, was ich ai|f Veranlassung des vortz«^ 
chenBürmannischenDtfve/opp^mfiit gefieVa/ von combinatorisi 
Anordnungen und Involutionen, und von ihrer Anwendi 
■nf Summirung der Folgebrüche hier beygebracht habe » 
2iigen Analysten, -welche diese so ^virksamen und yieh 
genden Hülfsmittel und ihren Gebrauch in der Analysis 
2iicht genüglich kennen, vermögen, meU^o ausfahrliehem 
linndiungen darüber im ersten Bande des mathematischen 
chivs einzusehen ! Die hier vorkommenden Involutionen 
hören zu den einfachsten, und lassen sich in sehr manni( 
tige Gestalten umwandeln. Am besten ist es. den Anfang cpi 
binatorisch -analytischer Untersuchungen von den cpntinm 
chen Brüehen zu machen, und von da erst auf das allg u|i l|j| j 
Froductenproblem , den Polynomischen Lehrsatz u. s. ir» 
die Evolution anderer Functionen und Sätze fortzugehen, 
gedachten Abhandlungen enthalten eine Menge allgeraeü 
lieber Bemerkungen, die nicht blos auf diese Brüche 
«cliränkt sind, und ich glaube, durch mehrere Beyspiele, 
Erfahrung fest davon überzeugt, init Wahrheit vewchein 
dürfen, dafs Niemanden das aufmerksame Lesen derselben, 
^M dadurch veranlafste Nachdenken darüber, gereuen wird« ] 

• i 
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*^ ERSTER ABSCHNITT. 

Kl/t 

^g tmfy tische Derivationen und ihre F'erschiedenheit» 

^ Tu£YLon*3 Theorem f als Grundlage der Theo- 

rie der Functionen und deren Entwickelung in 
Reihen* Arbogast^s Derivationen und hevri» 
stiscJie Fictionen. 



Uer Begriff von Derivation ist einer der aus- 
lehntesten und fruchtbarsten in der Analysis. Man 
m zusammengehörige Grössen oder Functionen aU 
ron einander abgeleitet betrachten ; es sey nun, 
ein zwischen ihnen bestehendes 9 ' allen gemein- 
laftiiches $ Gesetz der Ableitung wirklich dabey zum 
mde liegt, oder dafs sie, bej aller Unabhängigkeit 
in sich, gleichwohl durch gewisse Operationen so 
'sdl einander verbunden sind» dafs es möglich wird« 



|6S V. HiNDENBURGt DER DeRIVATIONS • CaLCUE. 

von einer auf die andere überzugehen , und 8 o ci 
Grösse oder Function aus der andern zu derivire 
Ich will jeue » D^rivationen der ersten; diese , £ 
rivationen der zweyten Art nennen* DasDeriv 
tionsgcs ets«, auf welches hierbcy ^iles ankomn 
wird sich im ersten Falle aus dem bestimmten Verb 
ten der Grössen unter einander selbst, im zweyt 
Fa^c aus der Art der Verbindung herleiten lassen, w< 
che die Grössen bey ihrer Zusammensetzung bufolg« 
Vorzüglich wichtig zeigen sich bcyderley üerivaiian 
bey Evolutionen der Functionen in Reiben, b 
Transformationen der Funcrionen oder Reihen 
gegebene Gestalten , bey U m li e h r u n g und I 
terpplation der Reihen, bey Summirung d 
continuirlich'en Bruche , u. s. w. 

2. Lagrangk und Arbogast haben in dem Fad 
liier analytischen IJerivationen viel geleistet. Jener h 
die tkeorle des fonctions et eqnatioiis derivees zu« 
recht ins Licht gestellt, und ein neues sehr fnichtl 
res SyA Lerne d* Operations algcbriques daraus abgeh 
tet; dieser hat den Begriff von, Derivation weiter v( 
folgt, und einen Calcul des D&rivatlons vornehmli 
zum Gebrauch für Derivationeu der zweyten Art neu< 
lieh herausgegeben/) 

3. Es sejr Jx eine Function der variabe 
Grösse X* 

I. Auf der Theorie der Reihen ist bplun 
wenn x \xi x-\'V (:r und v sind bey de undetern 
nirte Grössen) also /jip in /" (x + v) sich vcrwi 
delty dafs 



:j. 



/(x + t;) zufx -}- pv + qv' + rtfl -{- etc. 



■) D» Ctdcvl des Deripuäonsi par L> F. A. ArhogasK Sttatboi 
$n ViU dtOQ)« 
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, dats fCx-r]- v) in einer nach u geordneten Reihe 
darstellen läfst, in welcher ^» ^» r . • . (die Co« 
cicnten dar Potenzen von v) gleichfalls Functionen 
ir sind. 

IL Diese Functionen sind keinesweges von v 
ingig, lassen sich aber, jede folgende aus dex 
irher gehend en , und so sämmtlich aus der ur- 
Irün glich g e g e h e n e n (primitiven) Function^x 
!riv iren. Lagrange ^) hat daher, bey der weitem 
Itwickelung von f(x^v)f wo diese Derivationen au9 
rlich nachgewiesen werden , sehr schicklich 



sc 



^ ^ ' ^ l ' I. 2. ^1.2.3 



ü3 ej. etc. 



jzt. Nämlich, y'jr-ist hier die erste derivirte 

jtion vonfxy und ß^x die erste derivirte von ßx, 

ß'' X von f*'x^ u. 6. w.; sämmtliche Functionen 

befolgen ein gemeinschaftliches Deriv'a- 

ionsgesetz, das man kennt, sobald man weis, wie 

ijf «US /►v, die erste derivirte Function aus der pri- 

fäyen, sich ableiten läfst. Diese Bezeichnung ist 

1 so bequem , als die Folgen solcher Ableitungen 

ichtig sind.c) 



^y Theorie äet fonctions anatytiques p» 14« 

c) La Derivation successive des fonctions fi x, /"»i /"'x 
liqiü se dcduisent de ia fonction proposie /jp — doit itre regard6e 
HPinff nouvelle brauche de V Jnaiyset et eUe ogre ces deux 
\onS gSn^rales ; ^ 

Deseendr e de ia fonction g^niratrice aux fonc» 
tions derivees. 

\) Jt'fmenter de r une queiconque des fonctions der!» 
v^etf h Ia fonction gineratrice : ta premiere est V 
objet du Catcul Differentiel, et ta seconde appartient a» 
Catcul Integral, Ljkcaozx Tratte du Catcnl diffe^ 
r^ntiel p,9^ 
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III. Sehr anschaulich ist dieses Gesetz in folgeii 
dem analytischen Ausdrucke enthalten : ^ 

Mro also, für unveränderliche i^m;, die succei* 

« 

«iven Differenii ale, ' 

r=i ■ y » ; U..S. w» ein leichtes Gesetz für Derivf 

' " 1 
tioncn der ersten Art darstellen. 

Für fx — y; f(x + v) — Y, wäre /(x + v) oii 

Diese Formehi stellen Taylo'rs belianntes Thcihr 
reni*^) dar, in der Form, in welcher es gewöhnlidJ 
angegeben wird. »4- 

IV. Man kann diese Formel etwas abändern und ilrt 
eine für die Entwickelung der Functionen in Reihen, 
becpiemcre Einrichiung geben®). Weil nämlich diff^ 
veränderliche Grössen i^/^» ^^^^ J* ^^1« Werihe anneh4 
nien , und man für v auch eine veränderliche Grössi 
setzen darf {FmL Inst. Calc, JDiff, U. ß. 66), so kana 
man erst oczzo und dann t; = jcr setzen, und die Funoj 
tion /(x + f) und ihren Werth darnach abändern. 

Fiir :p = o verwandelt 6ichy(x4-t^) i^^ / 

/»=«+(©r+(m-=+(ll)i:r5+ 



I*— 



d^ Von Tatlor's Satze» tainen verschiednen Formen 
Anwendungen, habe ich (Archiv der Math. H. 11. S. 2oi— : 
misCahrlicli geliandett. 

<) Arch. der Mach. a. a. O. S. 2io« £iu 
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hmen mufs . wie es die Voräussctasung von z =2 o «r 
bdert. Man darf nämlich nux 

' für die kUmme- . . /^^y\ C^'^\ /^^ y\ 

die radacirtm äy d*y ä^y 

WüTthe von ^' dx * dx" ' i£r3 *•• 

tn , welche kommen , wenn man in y (der Func- 

von x) und in dem was man daraus durch fortge^ 

^tes Difterenziiren findet, nach geschehener DÜFeren- 

tion ; z n o sezt, Sezt man zulezt x für t; , so er- 

t man y oder 

F,= (,.)+ (^Y^(§X)jLj^(p(\jL + etc. 

|Ki die Klammern dieselbe Nachweisung geben , wie 
wihin. 

f>.W.U..eW,(f-I),(g).(g). .. 

tchts von X enthalten (IV) so kann man dafür auch 
j B9 C, D . • . , folglich y^ oder 

CD 

yZZA+Bx A z--i x^ + etc. 

-^ . ^ 1.2 * 1.2.3 . 

stzen , wobey man, wie eben itzt gezeigt worden, bc- 
chtigct ist anzunehmen, dafs A durch (y) gegeben 
y , und dafs jB von A9 und C.von i?, und JD von C, 
. 8. \v. sämmtlich nach einem und demselben Gesetze 
leriviren , und Derivationen der ersten Art darstellen. 

So setzt auch Professor Arbogast^} in der entwik- 
leiten Function F(x -]-,3c)rrÄ + JA:+ x^ + etc. 



^) Calcnl dit Derivations, $, /. »o« l. 
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die Abhängigkeit der a^ i^ c, d . . . von F»f a«4 
c . . • als bekannt voraus. Da der Satz dem gan^ 
Gebärde zum Grunde liegt, so wird man die ku4 
derivative Deduction desselben hier nicht übeiflüsfl 
ünden. ^ 

4. Das Theorem (5, V) sezt voraus , dafs die Fi 
iion y 9 auf die man es anwenden will , in eine R< 
wie a -\- b X '^ c x'^ '\' dx^^ -}- c fc. » wo die Exponent 
von X in einer ariihme tischen Progression, fortgehd 
sich mufs können entwickeln lassen.- Da der UmEur 
solcher Fmicrionen sehr grofs ist, so erhellet dai 
zugleich die Wichtigkeit des Satzes. Die Entwickeluri 
von (?(« + -)• ^^^ Function eines Binomiums, 
also keine Schwierigkeit. Anders verhält es sie 
wenn man die Evolution von (p (« + /5i + yi* +(f«J* 
etc.), der Function einer polynomischen Grösse, vi 
sucht; wo die GJieder der Potenzen eines Polj 
nömiums (für welche die bekannte recurrircnde 
mel [hier , Note g] in unübersehliche Weitläuft 
icn führt) sich nicht leicht übersehen lassen, 
conibhiatorische Analysis hat diese Schwierigkeit u 
gründlich gehoben. 

^. Als r>eysniele zu nnmi ttelbarer Verglel 
chnng mögen die Evohitionen der beyden Funclione| 
(Arch. dei Maih. H. II. S. 221 , 215) mit den dorl 
beyden Anmcrkimgen (S. 212 — 214) dienen. 

Bcy der Entwickelung nämlich von 
(a + xr = a"' + ma^'^'x + '-^Il^H-l a »" - * :r^ 4. etc. 

zeigt sich in den Gliedeni der Reihe , ausser dem 
gelmäfsigen Fortschreiren derBinoiaialccfiicienten, aii 
eine sehr rcgeliuäf^ige VcMbiiiunng der Potenzen von 
mit denen von x; jedes folgende Glied ist ein derl 
virtes der erstem Art aus dem nächst vorUer<^e 
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iden, wobey das allen gemeinschaftliche Deriva* 

ionsgesetz gaiia offen vor Augen liegt; das auch 

bekannte Formel ' 

I a » 2 a^ 3 « 

llachweist , wo jeder grosse Buchstabe das nächs - 
Vorhergehende ganze Glied bedeutet, 
r Bey Entwickelung hingegen von 
^ {« + *x+cA?=+etc.r = ^ + £x + C*=+i3*3+ctc 



i 






'^mhvere Cosfficienten » bis mit I, stehen in der ersten SammL 
c a. Abli. S. 70) 

Ihy diesen Entwikkelungen folgen zwar die Bino- 
iBialcoefficienten *"2(, "*'^ , *"v£, "*X> ... in den ein- 
seinen ^i^, i>\ f\ 1), xo . . . ^^iederum sehr regcluiäö- 
«g auf einander , aber dagegen wächst die Verwickc- 
long der a, ^, r, ^7, ^ • . . immer mehr und mehr» 
fe weiter man die Function evclvirt. Dabev ist folseiides 
kar: ]} die a^ hy c^ d . • . verwickeln sich in den 
^9 Ff C, JD , * . nur nach und nach; ^^ ist eine Func- 
tion von a; Bvonn, h; Cvon Of tt c; JD von a^h^c^ d; 
li. 8. \v, bey den folgenden Coefficientcn. 2) Von je- 
dem dieser Coefncicnten ist das erste Glied bestimmt 
Ergeben. Beydes kann man als eine Weisung ansehen, 
e Zusammensetzung der a^ h^ r, «^ ... (in i oder 2 ) 
Genauer zu erforschen und zu sehen , ob und wie , die 
CoeQiclenten (in i) oder die einzelnen Glieder derselben 
[in fi^ als £)erivationcn der zweiten Art sich 
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Ton einfinder ableiten lassen-s^. J}iese Unterstichnl 
liat miphy wie bekannt, auf com binatorische AnJ 
Ordnungen geleitet; Prof. AKBocAST'hat 6ichneu| 
lieh den Weg dazu durch seinen Derivationscl 
cul gebahnt» 

6« Über die Schwierigkeit der £ntwickelung 

<P(ii4' ix + ^J'^.+ ^t^) dahin das zweyte Beyi 
(in 5) gehört 9 hat man schon öfter und vorlängat 
klagt ,. und solche auf mehrern , (in meinen Inj 
Digju (§. XIII — XIX) zum Theil angegebenen) 
gen, aber immer nicht J)efried]gend, zu heben gesw 
Herr Prof, Arbogast drückt sich ^Pref, p 11) 
folgend ergestalt aus : »»Da der Difierenzialcalcul 
60 grosser Leichtigkeit die Reihenentvvickelung 
Functionen von Binomien giebt, soj istes 
türlichy eine Methode zu \vünschen ^ nach welcher j 
Entwickelung mit gleicher Leichtigkeit auf Füni 
o n e n der Polynomien 'von unbestimmter Am 
von Gliedern, sich erstrecken lasse •* — Die? habe 
sezt er hinzu, auf ein allgemeines £volutioi 
V -er fahren durch Derivationen geleitet. 
GAsr ist also , wie man hier sieht, von demselben 
dürfnisse ausgegangen, das auch mich in Thätigl 



e) Jedoch so, dafs die ^, B, C, D . . . unmittelbj 
durch Q^ b, c, d . , . bestimnit und ausgedrilckt w^erden. Di 
sonst stellen die recurxirenden Foinien, ^ wie hier in 
Falle die AYertho Ton ' 

a aa 

jy /m-a) Cb-\-(2m-i)Bc-^ jmAd 

~ 3« 

E — ('"-3)-P^+(a^'-a)<^<^+(3w-0-P^4-'4OTii 

4« 
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tthat.^) Wir haben beyde den Binomia Isats, 

den Newtonischen, Art^ögast den Taylori- 

en, zum Grund gelegt; und die Folge wird zeigen, 

[Wir nicht sowohl in ,den Mitteln selbst, als in der Art 

aufzufinden und anzuwenden , von einander abwei* 

Meine combinatorischen Deductionen und Inyo* 



(£k1. Instit, Calc, Dlff, P. IL s. 202) ebenfftUfl Derzrationen 
\t die auch leichte Gesetse befolgen, aber beschinrerlicho 

Itutionen und Reductionen yeranlassen ; um so mehr, ]• 
man bey ihnen vorwärts recurriren mufs, nni alles in 

gegebenen a^ h: Cp d , , , auszudrücken. Von solchen De* 

ionen , die nsan recurrirende nennen könnte, ist hier 
iRede nicht. Die Combinationslehre, und so auch der De» 

Lonscalcul, geben Mittel an die Hand, aus einem der bey* 
Ausdrücke in den andern überzugehen. Eine verglei* 

Ide Darstellung Beyder, für den obigen Fall, in combina» 
ken Zeichen ausgedrückt, (Erst. Samml. c. a. A. S. 291) 

uidere Darstellung eines verwandten Falls (Zw. Samml. 

4. S. 49) und meine dortigen Bemerkungen (S. 4S — 52) 

r.^emeine oder gewöhnliche und combinato* 
ick-' involutorische Recurrenzen. Häufige Beyspiele 

t solchen Übergangs aus den directen independonten Formen 
li« recurrirenden, bey Aabooast (h, 13, 15* &7> ^8* ?! «tc^ 



h) Propositum erpLt primo toco, cum vidissem, Theorem a Bi* 
iai e a Vifis dottis exciätum esse sie, vt, qnod possef ad vlteviorem 
fectionem accedere, nihil superesset, propositum, ir.quam, erat, Theo^ 
dti Xnfinitinomiali^qjHQd plurihus etiamnum premi com, 
i» difficultatibus, eandem operam nauare ; ,si forte possem rem 
lucere» vt, pro rei nimirum ipsius modo atque natura, pari 
iil State queant, ac fit in Binomio , Infinitinomii etiam Digni* 
%in£uia memhra exhiberi (Jnfin. Dign, Praef. p. VII) — In qu9 
in tnodMm me adiuuit, a Lcibivitio et ffac, Bekhoullio 
obseruatus Potestatum Muitinomiorum ffufAßohfffAOff cum rerum 
datarum.Complexionihus et Variationibus — Terminomm am- 
quaerendßrum reperi pendere inuentionem a Prohtemate com* 
fe t o r f o, euius, propter summum in re Combinatorid etAnalmsi psum» 
vberiorem institiü tractationem Qlhid p, XI*) 



■4 



r •• 



•• *. 






11^4 V. HlKDENBURG, DER DeRIVA 

von ein^ntler al)lciten lassen-s). 
hat mich » wie bekannt , auf com 
Ordnungen geleitet; Prof. Ahb(Vj 
lieh den We^ dazu durch seiner.^ 
cul gebahnt. 

6. Über die Schwierigkei'^ 
^ (n + J X + tf X* ,+ etc.) fi; \. 
(in 5) gehört , hat man sr" tj 
klagt , und solche auf 
Di^n. {%.Xni — XI3f 
gen, aber immer nie)// 
Herr Prof. AßBOGAe, / i^ 
folgi'ndergestalt a* , j} ; 
60 grosser Lcif//^«' 
Fun ctioner';^* 
türlich , eine ^ ^ 
Entwickeln 7 - 
o nen d- 
von Gli' 
aest er 




ST hat alles c2l^ 
n gegründet. Ib'* 
cn Art auf Derivatioi)^' 
ijd ihm Veranlassung geeebe/^ 
, erfahren bey jenen, ein ähnliche 
.iten, und einen Algorithmen 
.en. Der Erfolg davon ist eine erweitert 
^'^T^ Hg des Difl'erentialcalculs gewesen« Dies 
®*^ fl gchon hinreichend scyn, sich einen Beeri 
/tftf* Ünifange der Methode») im Voraus zu ma 



i) Erstreckt hat die Methode ihr Urheber vorist: j 
Entwickelung von Functionen einfacher und 
snengesezter Polyuomien, bey denen nehmlich dio Glied« 
den Potenzen ein^s einzigen Buchstabens» oder uut 
FotenKcn und Producten von zwey oder drey Bucl 
geordnet sind , und die man daher einfache, dopi 
dxeyfAche Reihen oder Polynomien nennen kann; 1 
Substitution, der Reihen in Reihern auf das allgen 
Gli o d der recurrirenden (einfachen und doppelten)!! 
«ofdie allgemeine Umkehrungder Functione 
Reihen : auf den DifferenzialcalcuU verwickelt 
xationenitt erleichtern, and auf mehrere andere Gegen ttdii 
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Theorie der Functionen, von 
1 dem Zweig ausmacht» in der eng- 
rbinduiig steht; ein Umstand, \ier 
sie den Analysten «mpfehhings- 
Werk ist übrigen» mit der 
-refafst, und enthält zahl- 
et , wo der Verfasser im 
'öfst, die schon von 



.-in« Lehrsätze der cti 

ethode der Differetir 

^ auf Zerlegung in Facto* 

.isformation, Interpolation 

U wichtig ist imnier die Erolution 

Sie macht gleichsam die Griind« 

US ; die Entstehung (der Ursprung) 

varionen zeigt^ich hier am deutlich.« 

: finden daher durchgängig ihre An- 

i der Folge häSifig vor. An ihr kana 

^veBentliche Verschiedenheit beyder 

a torischen und d er i vatiy e'n^ 

e mit mehr«im zeigen wird« 



!t sich hier> gleich beym Eintritte« auf 
nten Boden (des Dimeren ziirens) und 
sich ihm alhnälig, bejr weitern Fort- 
issichten. Bey einem'flfichtigen Über« 
nur w^enige Zeichen ins Gedädltnift 
ben lind freylich nur wenige; aber 
iche» Functe, Commata, Zahlen 
'ärts und niederwärts zut Seite, 
cirt, und erhalten dadurch so 
fs man sie wohl für eben so viel ein- 
isehen kann. Um so nothwendiger 
isammenstellung und die Nachwei* 
in einer besondern Tafel, gleich anal 
)en worden ist. 



nt 
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Lagrange und Laplace auf andern, zum Theil ähi 
liehen , Wegen sind aufgefunden worden. ^) 

Die grosse Deutlichkeit des Werks beruhet: auf d^ 
»ehr fafsiichen, zum Theil ausführlichen, Darstelluin 
und Auseinandersetzung der ersten Gründe und derdip 
aus abgeleiteten Vorschriften und Verfahren; auf A( 
aehr zweckmässigen Ordnung und Stellung der Säta€ 
vornehmlich auf der genau bestimmten Angabe und AI 
fassung der vorzüglichsten Aufgaben und Lehd 
Sätze [ als Exempel will ich hier die in der Folg 
vorkommende Aufgabe (in 20) anführen] hiU Bej^ 
gung der zugehörigen Auflösungen , Beweise und 
läuternden Beyspiele; auf den gut gewählten Absi 
ten endlich und Rubriken , die als bequeme Buhep^ 
ze und weitere Nachweisungen dienen. Dieser 
mischte 9 synthetisch- analytische Vortrag, ist freyli 
nicht so kurz als der ganz analytische » hat aber seq 
eigenen Vorzüge , die wohl erwogen zu werden verdi^ 
nen • zumal da der Verfasser nicht blos für vollendi 
Analysten geschrieben hat. ! 

g.. Der Derivationscakul gründet eich auf die ^ 
gemeine Vorstellung , dafs man Grössen als von 
der abgeleitet beträchten kann. Hierher gehören (und 
ist der gewöhnliche Fall) diejenigen Grössen oder Fi 
tionen , die eine solche Abhängigkeit von einander 
ben , dafs eine aus der andern » durch ein gleichföi 
ges Verfahren (wie bey den successiven DifferenziaU 
sich deriviren läfst. Man kann aber, mit Aai 
GAST, den Begriff iron Derivation erweitern, 

1) En rapprochant ptusieurs iheoriet imporlantes et des solut 
fonäies sur des principes et des metJiodes diverses , fcu 6te surtout 
louxt pour miettx faire sentir Vutilite du calcul des derivatiouSt d* 
eher ä ce calcul plusieurs des plus elegantes formules dues k la smgi 
dei grands Geometres, Laoivai^o£ et Laflacs. Calc. des 
Pr</.p. XI. 
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dnrcli dne hevristische Fiction, auf jede willkühr« 
liehe, xo^^ einander ganz unabhängige Grössen /?, Z», 
ti d • ^ . und ihre Zusammensetzung in Functionen,- 
ferstrecken, und solche als veränderlich und von ein- 
ander abhängig (derivirend) ansehen, wenn sich aud 
fler Verbindung , in welche sie durch die sie betreftcn. 
den Operationen gebracht worden , ein Weg an£;eben 
Ufst, auf welchem man von einer Grösse oder Func- 
tion auf die andere übergehen kann ; wobey alsQ , we- 
Inigcr die Grössen selbst, als ihre Operationen, im 
Betiachtung kommen."*) 

Ich wetde hier und in der Folge nur einige de^ 
INriGhttgsten Derivationsformeln und ihren Gebrauch bey 
iEntwickelung ^der Functior^en von Poljr-. 
bomien in Reihen aufführen , um solche nachher mit 
den combinatorischenEvolutionsformeJn iind ihrer An« 
Sendung zu vergleichen. Die Ableitung und Rechtferti- 
«mg jener Formeln (wo selbst die Coefficienten f^^h^^^.i 
ht ßy y • >^ - ^9 Bf C i . • der Glieder dei* Polyno- 
piien durch eine doppelte Fictionals vexänderlich. 
bnd von einander derivirend betrachtet \'v erden, selbst 
linn, wenn sie ganzlich von einander unabhängig sind , 
SAsb. p. 6» ■ 4 wid p. 20. 2i] welcher Voraussetzung am En- 
fe durch eine schickliche Substitution Genüge geleistet 
irird [Ebtnd. hö. 6] mufs man im Buche selbst nachsehen, 
vo niaii alles deiitlich und ausfiihrlich aös einander ge- 
czt finden wird. Die in der Folge vorkommenden Ci- 
iite , tlieils aus der gegenwärtigen Abhandlung, theiU 
D8 dem 'Arbogastischen Werke, kurz und auszeich« 
end zu unterscheiden^ sollen die Zählen det Abschnit* 



in 1 I>j derivies que je confidere sönt moins des Jerivees de qwmi 
es <iue de d^rhees d^ op6rationst comme t Algebre est rhohts um 
cui de quimtites que d' Operations ^ arithmetiques ou geontetri^^tetf ft 
sctiter sur les quantitcs^ Calc^ du Den ^r6fi fi 1. 1 
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te oder Seiten der erstem , immer in runde ( ); < 
Nnmcni und Zahlen der Seitcr^ von leztern hin, 
gen, in eckigte [ ] Klammern eingeschlossen werd< 
Anch sollen meine häufig angefiihrlen, erste ui 
zwcytcSamralung combiji^torisch- ana] 
tischer Abhandlungen forthin blos durch. Sml 
und Suil. II bezeichnet werden. 

jo. Der Anfang wird mit dem Satze gemacht 

c d 

F (x^x^zzzLa^-bxA r X' 4 ■ — ^^ + etc. 

^ ^ 1.2 * 1.2.3 

wo aus der Theorie der Functionen bekannt ist (3, 
dafs a znFxj dafs h von a oder Fx, und c von 
und ^ von r, u. s w. nach einem und demselben G 
setze deriviren, so, dafs wenn man i^.von a of 
F» abzuleiten weifs , man auch c von 3, und d voi 
u. 8. w. deriviren l^ann [no. i] 

IT. Das Zeichen der Derivation ist der Bnc 
Stabe D, aus dem grossem lateinischen Alphabete c 
sogenannten Capital eben. Es ist nöthig die De 
vationen ilnd DiiTerentialionen (wofür Leibnuz d 
kleinere d gewählt bat) zu unterscheiden, d driicl^t 
so zugleich die Verwandschaft lyid den unterschiede 
und von d sehr schicklich aus. 

I?. Zeigt also n die Operation an, dieman? 
Fct anwenden mufs, um h daraus zu deriviren, so 
klar , dafs 

hz=zi>Fa; cz^J) d Fotz=: d^Fx; dzzn^Fx; e 

Man kann also die vorige Reihe (10) auch so ai 
drücken: 

■r^r , N 1? I i>Fx . n^Fx , . n^ Fcc 

F(x-j-x)=zFx + '~^x+ x-+r xy+e 

i .1.2 1.2.3. 

[110. 2] welche Form mit der des Taylorischen Tb 
rems (3. III) übereinstimmt. ' 
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13» Wenn man « als veränderlich betrachtet und 
uf (lilFerentiirty so findet man 

i)i^a=:--7— ;i>^Fä=i=— — -iD3FÄi=: .-^ ; etc. 
doL dar d oA 

Yio da Consta nt und willkührlich ist. Man kann also 
'Id^ZZ I setzen, und tUese Voraussezung giebt 

dFccZz: dFx; D^F»:=zd-Fx; Ji^F a:^=zd^F a; elc. 

,imd die Regeln der Derivationen sind mit denen 
der Differentiationen übereinstimmend [3]- Hier 
bedeuten d, d", d3, . . . dieselben, aber mehrmals, 
imd zwar so oft wiederholten Operationen an , als 
£e Exponenten i, 2, 3 . . . erfordern. 

14. Uin F (a -j- /S x) zu entwickeln , darf man (in 12) 
tatt X nur ßxt schreiben. Das giebt, wenn man die 
jJ', /3-. /33 , . . von den .rS rc% x3 . . . absondert und 
neben F a, sezt : 

• F i* + ßx-) - F<. + ^^^^+ °° ^ ^ ^ \v' + etc.' 

I X* s* 

I 

fir D« n: rZ« r= i. 

Die /!3% ^*, ^3 . . ^ zugleich mit von den Operatio- 
nen auf F« abhängig zu machen, nehme man an 

D. F Ä D*. F » 

\ F («+/?*') n F«H x+— x' + etc. 

k V I I- y ' I 1. 2- 

Die Vergleichung beyder Reihen giebt sodann die 
IVeribe der Derivationen mit dem Puncte vor F« 
Oder 

D.F« = D Yx.ß^ ; D».F« — D=Fa.^^-; 

303. F«=: d3F«.'/?3 ; d4.F« IT D^Fa-^S^t 

li. 5. VT. und diese Werthe findet man auch, wenn man auf 
b. Fa. ZU D.« dieselbe Operation, wie auf Fä, an« 
»rendet; und statt d. « die constante ß (also d*. »; d^. » 
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u- 8. w. rr o) sezt. Dieses, und die Fortsetzung di 

yerfahrens, giebt 

D. F « ~ D F «. D. « = D F «. j8^ 

i)*.F«rrD. (d F«. i>. «) =:D»FÄ(D.a)'rr d*F. 

d3.Fä — D. [D'Fa.(D,a)*]=:D3F«(D.«)3=D3F 

11. s. w. Dies Verfahren ist also von dem in der E 
renzialrecbnung gewöhnlichen , nur darinn unter s( 
den , dafs hier ec variabel und statt d, » der Coefli( 
gesezr wird, der in dem Binomium x-^-ßx zu x ge 
[no. 8f 4] - 

15. Den Übergang aus den Functionen der B j 
mien in die der Polynomien anlangend, nel 
man von jedem Gliede der Reihe (14) die Functio: 
dies giebt einestheils, 

^F(«+/3A?)ir(p(F«+-— — X+-— — x* + 
linderntheils, ^F statt F gcsezt, 

NungeyF« — Ä# D.F« n D.a, D*.F«m 
'U- 8. w. so ist 

^(aX — jtfX ;c*4- r— xS + etc) 



^«+^ «, + __-*»+. -_^ *3 + etc 

WO also' die Entwickelung von d. (p «, d*. <p a , d3 <p 1 
•u suchen ist. Da hier, wie man sogleich übers: 
die D\/7. d3.(i, D4,a, • . . nicht (wie in 14) gl 
Null sind , 60 -sind auch die D*.<p/7, D^.i^a, . . . i 
mehr den d*(Pii (d.u)*, D3<P^(d.ö)3, . . . gl< 
Sondern man mufs ihnen die von den variabeln 
^•.ijp, j}3,a, . , k herrührenden Grössen bey fugen; 
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befolgen, hier die Zeichen D und ^(ll) dieselbett ■ 

[eIa[no,5.]. 

i5. In der Folge kommen häufig, was ich hier im 
\üs bemerken will» uebei; den gan» einfachen deri' 
§ci successLveSt nämlich « 

den luFa, D*Fa, d3 Fa ^ . • • D"Fa 

.auch D.FiZy D=. Fa, d3. Fa . . . . D".Ftf;/ 

oder n.(pa^ D%^a, nhipa . . . . d".(Pä 

r; wo also Derivationen mit/ einem Puncte vor 

Functionalzeichen F oder (p, von denen ohne 
|act zu unterscheiden sind. In beyden wird a 
'variabel betrachtet; aber in demF^Ue wo kein 
mct vorF oder <f> steht, ist die derivSe der vcrän- 
rlichen a« d. i. d/», beständig undixit also 
'a = d3 ö = D4a = etc. = o; wo hingegen c in 
[nnct steht, ist auch die dirivee von a^ das istD.iVt 
|hd so auch D^a; D3:a; n^.a . • . variabeL 

Beaselben Unterschied (m i toder o hn e Punct) werde 
fk:in der Folge auch bey dem gewöhnlichen Diiferen;^ 
lUseichen beobachten, und d(p a^ d^ cp a^ d^C^a,.** 
ir beständige d «, von d.(p a^ €^^(p a^ d\ (p a . . * 
auch die d, a, d^.a^ d^^a, • • • variabel sind^ 
iterscheiden. 

17. Dife Entwickelung der successiven Differenzia- 
in^A, D*iPfl, d3^0, . . .. wo D a ~ I * also hö- 
re DiiFerenziale von £r gar nicht vorkommen, hat keine 
hwierigkcit. Aber die Entwickelung ftir d. (pVf, d*. <p a, 
.<pif • • • (15) wo D. a und alle höhere Differenziale 
n a beybehalt^n werden » führt, gar bald zu Weitläu& 
;k€iten. 






\ 
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I. Soistz. B/ 

B^ <pa — D. (d^ ^ a) 

ZU . D ip a . d3. a -{- I>^ <P ^* i^* ^ • D* <3f 

Diesen, von Arbogast [no, 5"] aufgeführten W 
then von P.^/z, d\^./7, d3. ip^r, will ich noch den 1 
i)*.<P|a, aber, zu Vermeidung der Weitläuftigkeiten, 
der lezten reducirten Gestalt, ohne die' Z 
«chenoperationcn, hier beyfiigen: 

+ d3 <p «• 6, (d. «)-• D-. a -f- D^ ip a. (D- a)4 

Der weitere Fortgang hat keinen Anstofs, wenn t 
die Weitläuftigkeiten nicht rechnen will, welche 
mehreren. DilVerenziationen und Reductionen veran 
sen^ die sich merklich anhäufen» und die Entwi( 
lung der Derivationen für spatere Glieder in der F( 
60 gut als unmöglich machen.") Auf diesem Wege v 

"} So z. B. kommen tnf dem Wege der tuecestiven E 
rensiatioh, in deiri Werthe von 2>4. (^d die zu n'^.tpa 
X>^<pa ziigeliörigen Factoren (oder höhere Di ffercnziale 
fl) nicht» wie hier beysammen vor, londern müisen erst 
•treut zusammeiigeleien werden« Diese Reduction wird in 

häuiiger und Uftiger* je giösser für die Deiivatioa !>"• 9^ 
Wntb TO» n i$t. 
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19 zvisammeugesetzte D". ([> a in die viel einfachem 
(pa, D'^ipa* D^^a . . • D^(pa und in D. a , D^£l 
3,a . . . i)",amit ihren Potenzen zerlegr. Diese Zer- 
jgungcn finden zunächst ihre Anvvendung in folgenden 
leyden Setzen, 

c d 
Ig. WärcninÄ-|-^.flc-| x^-] oc3^etc. die 

L &, r, <2 • • . ganz unabhängige, durch l( ein Gesetz. 
lit einander verbundene, Grössen, wo also auch b 
it von ^/, c nicht von 3, d nicht von c, u. 0. w. dcri- 
;n ; so liesse sich gleichwohl 

c d 



1.2 



1.2.3 



1*3 I • S. 3 

irie in 15) setzen und so die a^ h^ r, J ... als 
Lfiist weilen von einander derivUrend betrachten, 
man nur hinterher, nachdem die zusammen- 
ten Derivationen in einfachere aufgelöfst worden 
17)0. a mit & , D^a mit c^ d3. a mit d^ u. s. w. aus- 
cht, oder, nach vollbrachten Derivationen, d. ä = ^, 
h =z.c ^ H^c zz. d^ u, 8. w. sezt. Die Entwicke- 
nng (17) liefert nämlich das volle Resultat der von 
inander abhängigen Grössen d. /z, D^^, D3.a, u. s. w 
e man -sodann durch jene A u s t a u s ch u n g mit 
', r, ^ • • . als ganz unabhängig von einander an> 
hen und betrachten kann. 

Die Function 

c d 



ir Jede 
^Gestalt 



0, h , 



in eine Reihe von der 



1 

ü 
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I 

1 

' * I.fl I«i.3 1.2...^ 

JBu entwickeln, wäre demnach ]^ z=:(pa ^ B zzzty.cpOf 
C z=:j)-,(pa , . ^ An "zz T>^.(pa. Bey Formirung der 
Derivationen würden hier alle D. ö, d\ ä, d^. a u. «. w. 
9ls variable Grossen zugelassen • aber nachher b für 
D. ö, <; für D.-ß, J fr d3. tf, u. s. w. oder D. ä, =: t, 
JD. Jzrrc", D,cz=r-d, n, s. w. gesezt [no. 6]. 

jg. Da die Poljnomicn selten in der Form 

J.2 1.2. 3 ^ 

TT 

oder mit den nümerisehen Coefiicienten > ■ 

1. Ä 1.2.3 

■ , u* s» w. versehen, Torkommen; sondern vicl- 

1-2.3.4 

mehr in äer gewöhnliehen Ges':clt ^ 

a + /Sät + yx' -j" ^^'^ "h **^ + ^^^* 
ohne dergleichen Coefficienten , erscheinen: so $eU 
man auch gewöhnlich ^ ^ 



vre «n 9 ^ti ^^^ '^^^'^ Coefficienten nach dem ersten o, 
if, respective bedeuten. 

Hier darfman nur, wie man leicht übersieht dieDeriva« 
iioiien« ohne alle Rücksicht auf die numerischen Coef- 

l 

ficienten — t u. e. vr. mac)}en , und hernach 

I« ^ I. »• 3 
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ß Statt D . « 

i i i 

I. 2- . nx^ ctatt D",£c 
stituiren [no. 7]» 
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J3 statt D* A 

1.2 C $ D^.A 

1.2. 3 D i DKji ^ 

I i • - 

I,fi. . z/i^ti statt D". ^ 



ZWEITER ABSCHNITT. 

iOQ^T^s erste Außösung des Hauptproblems z(i Mut* 
ivickhaig der Functionen für Polynomien und des- 
sert 'Derivations 'Formel dafür. 



t Aufgabe. Es sey 

!, ^ (ä + /3x + y jc^ 4. (fxS . . + flfn x'' • . .) 
Rwillkübrliche Function eines beliebigen Polynoms, 
^«, ;S, y,^, . ♦ . voneinander ganz unabbängigq 
Bssen seyn m'gen; man soll diese Function in eine 
ihe von der Gestalt 

wickeln. 



kuflösiing. 

Aus 
A = (px 

D. A = D. (^00 
D*.^ = D-. ^« 



. und (19) 

i>^.A = i.2.^D 
d4.4 =2 1,2. 3. 4-E 



I • 
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folgt 




A = (p» 




1.2-3 


1 




i t 1 


^ _ v\(Px 
1.2 




^« = 7";: 



Demnach ist 
das ist 






3 

•T" " — — ' ~ •* • • • 

I.2..« 

WO man aBer, nach geendeten Derivationen, in 
(nach 17) gesogenen Kesultaten * 

D. a mit ß und eben 80 D. >^ mit JB 

D^.a I i.ay D^*-r4f f 1.2C 

T>3. « f 1.2.3* D^*^ I 1.2.3 

umtauschen nmfs. Hier werden nämlich dieCoefficiei 
ßi y$ ^9 e , , ' als JJ^rivees der variabeln « betrac 
und in diese nachher die eljen angewiesene Substitu 
vorgenommen. 

21. Wenn man die Werthe der Coefficienten y/, 
C . . • hintereinander berechnet, und jedesma 
nötbigen Reductionen machte so kann man schlech 
[no. g] 
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Statt D. ae D. ß 


D.y 


D.(j ;. . 


D.«n-i 


setzen iß ay 


3^ 


4 8 • • • 


W«n 


: eben so t 


1 




■ 



Statt D.-.^ d.jB ö.C P.J3 • . . d///„_,... 

setzen i B 2 C 30 4^ ... w y^^ 

2ö* Bey Entwicl^elung der Derivationen (erinnert 
ooAST}]\önne;man, bey einiger Fertigkeit, anstattrlie 
dem Zeichen d behafteten Buchstaben hinziischrei- 
# sogleich die für sie zu substituirenden, mit den 
ehörigen numerischen Coefficienten versehenen, an 
a- Stelle; setzen. In diesem Falle aber sey es nöthig, 
Coeflicicnten der Potenzen dc*^, jc% x'^^ x^ u. s. w, 
e gewisse Ordnung, z B. die alphabetische bo- 
gen zu lassen , oder «ie mit gewissen Zeigern (w- 
:w) zu versehen; auch sey es vdrtheilhaft , dafs die 
^erzählen mit den Exponenten der Potenzen von 
iiberein kommen , zu welchen die Coefficienten gehö- 
,. So folgen in der Reihe ot. + ßX'\-yoc^ +rf.r3+etc. 
>effieienten a , ^, y, . rf . . . nach der Ordnung 
rBuchstaben, wofür man aber auch «q, «,> a^, 0^3 ••• 
len könne, wo die Zeigerzahlen o, i, fi, 3 • . . 
k den Exponen ten der zugehörigen Potenzen von jc 
lereinstimmen [no. 9; 5a. p. 44].^) 



^) Solcher Euclisiaben mit Zeig^erz nhlen bedient tich 
ab Lacroi X sehr hiiufig, und merkt dabey an: y^^» -^'» ^^% 
« etc. iOwi des coefficiens independansde x , ctles ci:ißres iaferieurs 
U 2, 3 etc. marquent f cxposant de h puissauce <fe x, qui mutti' 
tta lettre, a la quelle ils soni attaches ; ainsi ^^ ^^^^ /^ coeffici" 

t de 3C*". Ce qui ni'a determine a employer cette notation , quv'uju 
paraisse un peu compliquce , c' est que par son moyen il s^ra faciU 
iecouvri^ la loi qui regne entre les valeurs des coefficiens. TU r alt 6 
Calc^ diff. p, 33. Nämlich, schon in der gemeinen Arith* 
ik , und noch mehr in der Algebra, kommen Operationen- 
Zeichnungen Tor, die znan nicht für das nimait» waa sio 



l^Ö V. lilNOENBUAGj BRR DeRIVATIOICS •Ca^CDK 

flj. Die Regeln dW Entwickelnng der Deiivfttii 
B. <Pft D'.(pa. D^.(Pa etc. {kommen hier mit denen. 
Differentialcalcnls für d,(Pxt d^.CpOL^ d^i <p ot , 
für V er ä n d c r 1 i ch e ä ; <£. u , /£^. oc <£^* » etc. vol 
men überein« Auch fällt in die Augen, dafs 

^ D (pÄ D*<Pa D3(pÄ , , 

<pÄ, -* , 9 u. s. w. (ohne Pi 

^ I I. 2 K'-^. 3 ^ 

nach dem d) die Coefiicientcnjder successivcin Gli^ 



•ind» wenigstens nicht daran denKt — comhinatorisi 

So ist das Schreiben der Zahlen nach ihrer Folge, eine fo) 

laufende cronibitiatorische Anordnung der Ziffern i* 

giebt die alphabetische Ordnung der Buchstaben o, 

d . . . oder die Reihe der Zahlen o» i> 2, 3 • « . «nsich 

xnit Buchstaben Terbunden» die Grundlage für die 

abzuleitenden combinatorischen Ordnungsgesfl 

und man sieht leicht» dafs, in den gewöhnlichen 

aufdeu todten Buchstaben Wenig odto nichts, auf di«| 

beygefügte lebendige Zahl hingegen fast alles anl 

Von den verscliiedeneu Arten die Coeflicienten mit Bi 

hen und Zahlen zu bezeichnen, in meinem (A'ov. Siist, 

p, XXXIV — A7J) ausführlich. Die einfachsten Lokalftl 

chen (wie ich sie nenne) sind die Leibnitzisehen Kumeri^ 

sumüiii fiue supposititii (Ebend. p. X, 3o. liefert etc. , and M 

8. 154. A). ] 1 Li R^: AN »s »geistreiches Polynome Combinatuirei (ll 

S. 51. ff.) giebt unzählige Beyspiele von diesem Gebrauche. 

Die Mittel also , die Ahbogast hier (in 3^) für die Zei 

nung der Coeflicienten der Potenzen von x rorschligt» 1 

bey eini/;er Feriigheit , statt der derivativen Zeich 

sogleich ihreWertha schreiben zu künneu, [no. 9] sind waj 

haft combinatorischer Art, und die. combinatoriic 

DilTensnzial • Formel , die in der Folge (59^ soll aufgeführt W 

den, ivird seigen , vrie das was Arbogasl fordert, und J 

die wirkliche Ausübung immer noch sehr schwierig erfand 

werden dürfte (weil man doch eine Derivation nach der 1 

dern suchen mufs , um zu wissen , Ti^as man an ihrer Sli 

zu substituiren habe); diese Formel, sage ich, -wird zeig« 

wie jene Forderung mit absoluter Leichtigkeit t die nichts 

wastohe» übrig läCst . sieh «uiführeB laste. 



f 
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^ 



!■ 



£ntwickelung vqn cp (x + x); tmd 

i ^^ 112 1.2. 3. ^ 

kl Pvmct nach dexti d) Mie Coeffieienten der succes« 
ren Glieder der Entwickeluug von <p (« -}- /3jc-J-yjc* 

letc.^ sind [na. ic]; wo also den(w+j)ten 

JK^fHcienten dieser Entwiqkelung ausdrückt , d. i, 
(^) xQi+i) 9 wenn man ä+ ßx^ yflc^ + etc. ~/r 
Kst. 

24. I>as erste Glied (ßx der evolvirten Function 
S9 20) oder dasjenige, von welcliem man alle übrige 
rivir t, heifst der Anfang oder U r s p r u n g (o a^ rnc) 
iT Derivationen* Zuweilen fällt das Derivationa* 
isetz deutlicher in die Angen, wenn man das zwey- 

Glied zum Anfange der Derivationen nimioit. 

Jst dieses AnfangsgUed gegeben , und hat man da;. 
Li oder in einigen der evolvirten Glieder, die Grös- 
mfgefnnden, welche Functionen von andern GrÖs- 
sind , so macht das Übrige sofort keine Schwierig- 

Bty und die weitere Entwickelung geschieht fast ganz 
Dhanisch : alles bezieht sich nemlich auf eine Reihe 
Operationen, die sämtlich einen rcgelmäfsigen 
ig befolgen. 

Hätte das erste Glied » des Polynoms einen beson- 

Wertli ; wäre z. B. a := i, so würde <p i kein be- 

iemes Anfangsglied seyn, die ülnigen Glieder daraus 

deriviren. Man setze in diesem Falle statt i eine 

Isse von unbestimmtem Werthe », mit dem Vovbe- 

in den gezogenen Ptesultaten den besondern Werth 

riedei* in die Stelle von « zu setzen [no. 1 1.]. 

Hier ein paar Beyspiele zu Erläuterung der Auflü* 
ingsform^lj für die Aufgabe (20). 



r ;rt '»'. Ä raTTTl.IT.i^ -m ZDlZTr^TSROS-CALCDI. 



ilj tax«* J.fljj* "5 Ol ii^r ürej-iiil: J 

1 

^^t :-.:*:; »■.':■-:. 'Jl * :"»:z;. Z-ir*!"::-? fi*4i:d, Äa* erste Gi 



- r 'T n 

i 4 






15 =r:;,. ArzrmÄ*^'" 



T — I P 

■ "3 



I • a 

-j- m .in — I. Ä^*""^ ?. y 

I . 2 

m-m— 1 (,n— a)«'»-3e.C- 



^ ! 
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t^ ^ • k ■ tn . in — I 

+ -TT ;^ : a™-»C« 

l=:D,D=:tri«™-^ 4 8 

+ I . a — * ' '*^- 3 * , • 

- in . m — t ^ « 

+ — Ä"»-^ flr« ay 

I * » 

.+ r — (m — a) «"»-3,g,ae7 

1*2 
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lii.ni — I .m — a 



Ä™-3.3ga^^y 



, m. m — 1 .Tn-^2 , _ 1 ^^ 

h ^ 1*1 * • liiiin— I _.- ^ • . ~ ^_ 

|t=:ina«»-«Ä-j- [fiyS*+y^] 

I • s 

k 

'+ ■ — a"*-* .36^? 

+ hi.m — jiTii — 2. in — 3 ^^^ ■ 

r 1*2,3. 4 

jS. w. Die süccÖHsivenDerivationeri D. A ; d.B; D.C; 
{D ; etc. machen,- wie man sieht, keine Schwierig- 
st; aber die daraus erfolgenden Keductionen führen 
i Weitläuftigkeiteil, 



JE X e mp e 1 iL 

26. Das 5*^ Glied der Function 
% (ä+ ßje+ yx'^+ etc.) = A.+hx^Cx^^i)x^+Ex^ +^tCi 

i entwickeln. 

A u f 1. Das gesuchte Glied ist Ex* = 1^^— . oc^^ 

e ins (2o;S.igg) erhellet. Man 4ärf also« ded 



■ '\ 



\: 
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Coefficienten £ zu finden, nur alle Glieder des Wer« 




•etzen' Es ist aber « 

Für (p'x zzz log a ingleichen C^*l88) 

Folglich (17) 1 



=: «-« 



'^ 



1.2.3.4 i«2.3.4 

^ ,• , C4D.«.d3.«+3[d^«]*) ^ 

*•-* •3*4 



«-» 



(3^rf+y») 



^ 1.2. 3-4 x.a.3.4 J 



- « .38*7 

d*^«(d.«)* — 1.2.3 flT-^.e* 



1.2.3.4 1.2.3.4 4 

Die Summe dieser Wefthe giebt demnach - — d.l 

1.2.3-4 

E — Ä-'s— — — (aS' + y*) + ~— .3|C« 



/3- 



mit dem Ausdrucke für E [no. t2; S. 9.3 übereinstutf 
m^jid. Auch hier (^vri« iu a^^ l^ükt^ti ^v$ 'OmvatUHJ 



: , UND. DIE COKBINATORISCHB AnaLTSI^« I9J 

ff 

* # 

nen durch überflüssige Factoren, die sie auffnhten, ' 
' und weshalb man erst eine Reduction anstellen mufs, 
',in Weitläuftigkeit. Man vergleiche Nöte (n). 

27* Die beiden Beispiele (25» 26) erläutern da» 

'Verfahren von zwo Seiten vollständig. ILin Paar an» 

f- dei^ 9 aber nur von der ersten Art ( wenn nehmlich 

|, tilgende Glieder aus nächst vorhergehenden abgeloi- 

' tct werden) hat AiiBOO^sT [no, 14, 16] beigebracht; 

Auch gelegentlich gezeigt, wie darauf für die Coefii- 

cienten A,B»GtD.... die bekannten Formeln 

.mit recurrirenden Gliedern können hergelei« 

UC werden. 



DRITTER JB SCHNITT. 

\ 9bnplifi'Cation des Arbogas tischen Satzes [110. 7» ?iier 26] 
i durch die combinatorische Analysis» Ahleitimg des- 

selben Satzes, von derivativen V orsicUuugeu 
unabhängig, durch die combinatorisrhe Methode 
der . Potenzen. Uebergang aus den Differentialen 
von (ßx, wo alle höhere Differentiale yon x bei" 
behalten werden, in die Reihe für (p (^x-^-ßot 
-j^yjc*4' «^^O* f^erschiedene Bedeutwigen der de'- 

rivätiven Function * • : 

1 . 3 . . n 

X 

SS* üiö Fiction (9), die Coeßicienten Ä,/3,y, J... 
der pQl)i:nonuschen Reihe unter dem Functionalzei« 
chen als veränderlich und von ^fnander ab- 
hängig anzusehen» und — ; — ' ■ als eine in dieeiii'* 



1.2. «n 



• \ 



I * t.a ■ x.a.s i.a*.u .4 
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in D. »f B^. « t d3. ft • • . d". oc mit ihren Potenzen, « 
legLare Differentiation ( '7) aufzustellen, i 
am Ende 16; l*2r; i .3. 3^ . . . 1.2 • . » dCn 8 
D.a; D*.«; d3.« . . . d".« zu sezen (20); dieser i 
danke, sage ich, ist sinnreich und vielumfasse 
So leii^ht aber auch auf diesem Wege, wie so el 
gezeigt worden ist, die ersten Glieder sich entw 
kein lassen, so erinnert doch ARnocAsr selbst [no. 1 
(weil dadurch Grössen , die aus denselben Buchstab 
bestehen', nicht selten mehrercmale i') aufgeführt, ui 
80 Reductionen der zugehörigen numerischen Qx 
V fielen ten wiedeihohlt veranlafst werden) es führe di 
ses Verfahren für spUere Glieder zu Weiiläuftigkcito 
um so mehr, je entfernter diese vom ersten oder de 
Anfangsgllede smd. „Man hat, also" (fährt di 
aer scharfsinnige Analyst fort) Gru^d zu fragen, < 
„sich nicht dieses Verfahren bis zu dem Puncte viß 
„einfachen lasse, dafs alle Reduction dab 
„aufgehoben wird , derges talt , dafs wenn irga 
„ein Glied (gut) geordnet gegeben ist, man aufi;e 
bUcklich das nächstfolgende daraus ableiten, od 
auch jedes Glied für sich- und aufser der Or 
^,nung {^i^emie isoU et hors du^-raiig^ no, 40.] t 
„ allen übrigen, vorhergehenden und folgenden, unj 
„ h ä n g i g darstellen , und z war bereits ganz red 
„cirt und in der einfachsten Gestalt darst 
„ len liönn^; mit solcher Leichtigkeit, dafs nicht mc 
„Zeit dazu erfordert wird, als nöthig ist, die Glic( 
„zu schreiben [no. 39^ 42*]*'^ 



P) So z. B. im Eiesmpel I. . ( 25* ) kommen die Glied 
Vf eiche a"*=-^6y «»d Ä™-"*yö^ Und «"^-S-g^ y enthalten, 
des xweym»!; nnd so dieie und hindere in.der Folge nocltül 
Vor; inrelche» denn- mehrere Reductionen ihrer Zahlenooe 
cienten nöthig macht. We|;en der Zahlencoefficienten und 
rer Ee4uction veigleiche mtOk Exempel II. ( a¥.) 



59 
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i .. Äj, Diese Forderung ist so vollkommen mit dem 
l&bereinstimmend, was an den combinatorischen Anord- 
fsungen schon vorlängst und mehrere male, Vorzugs- 
preise gerühmt ^) , imd nur noch neuerlich bey Auf- 
titellung einer combinatorischen Involution (SammL 
Hl. S« 98.) voiA mir , wiederholt worden ist. Ich will 
c4acli diese- Stelle zu unmittelbarer Vergleichung hier 
Sl^^rsetzen : ,, {line leichtere Darstellung durch A b l e i- 

«».tung der Complexionen , oder ihrer Ordnungen^ 
k svon einander, lafst-sich nicht gedenken Sie bedarf 

;,keirier Vorbereitung, stellt die Buchstaben, sogleich 
^,mit ihren Exponenten versehen, auf, und ist frcy 

tivon '4llen Substitutionen complexer Zeichen. 
[ t«Ibre rein - combinatorische Anordnung beruht 
■ I, ganz ^auf einer äusserst leichten Umtausch ung 

««der Buchstaben und ihrer Potenzen, die nicht mehr. 
^»Zeit erfordert, als man nöthig hat, ihre Glie- 

i^d e r zu schreiben. Alles wird gleich »o und an 
vitdem Orte, ohne etwas weiter dabey z;i ändern 
r ö(reduciren) oder zu verrücken, zusammengc- 

I setzt, wie und wo man es zum Gebrauche nützlich 

f findet; gleichviel, ob man die einzelnen Complexio- 

i,nen unter oder nebeneinander, oder in welcher an- 

H dern Lage man sie schreiben wHl, ** 

30- Fiir die Evolution der Functionen werden 
demnach (in ag) von dem derivativen Verfahren 

['gleiche Vortheile, als (in 29) von den combinatori- 

I ' ' ■ 

<l^ Adkfhui notatlonis modum ehtsmodi, qui terminorum singUlo» 
ruiH progressus legem ^- manifeße ante oculos ponit, sie vt, 
§x teirminis't qui proponuutur , geneyalioribus » tenninorum quaesitorum 
coefficienles quicunque, exordine et extra ordinem, a 
praecedentijjus inäependenter, im- terminis statim sim» 
'plicisiimiSf per coefficientes dßtos parMctäares definltis , faciU 
Urne possint, et absque vlla redactione, quae vnlgo comi« 
täri solH suhstitutionesp DERIVA^^l^*' ^^ß^' ^'S^ IVae/« 
f. SM. XUk 
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•eben Involiitioncu versprochen. Was letztere leisten, ^ 
ist allgemein bekannt, und die Kenner haben hierüber \ 
ems timmig eni schieden'. Auch darüber scheint man 
bisher einverstanden gewesen zu se.n, dafs eine so 
lelclite DarsteUiing der Glieder, wie die cbmbinatorische» 
auf einem andern Wege schwerlich^ oder gar nicht zu i 
erreichen seyn möchte. . Um so me r wird die Er», j 
Wartung gespannt , durch welches nicht-comb int^ || 
torische Verfahren , und . wie insbesondere (hircli ^ 
analytische Derivationen, oder ihre Vermit* J 
telung die (in a;) versprochenen Vortheilc zu erlan« 
gen seyn dürften? 

31. Bevor ich zu dem von Arbooast [no. 20, 2\\ 5 
cjgends dafür aufgcsellten, und besondere (von jenem 
Satze [no. 7] hier (20) unabhängig) erwiesenen Lehrsätze 
fortgehe, so wird es nützlich seyn zu versuchen,, in wie 
fern jener, an sich zwar lehrreiche und wichtige, aber für "j 
die Ausübung und Anwendung zu behandeln schwierigQi 
(28) Satz [ no. 7] sich combinatorigch verbesa^ern und 
erleichtern , und zu einem ; dem [no. 20] vollkommc» ] 
gleichgiil Ligen Lehrsatz umformen und darstellen lasse. 
Eine weitere Analyse luid Simplification des Satzes [no.?] J 
ist gewifs .^anz in dern Arbogastischen Plane; um so 
mehr, wenn er sich zuletzt in den Satz [no. llo] auf- 
löst, und dadurch den Zusammenhang beider deutr 
licli vor Augen legt. 

32. UnbehülfUch ist der derivative Satz (do) dar- 
inn, dals man seme Coefncxenten » ■■ » 

■^ — • . , • ■ — , durch successive Differöiip.^ 

j.2.3 iJ2.-.n 

tiation suchen mufs(i7) und kein Mittel angegebea . 
vrird , wie man sie unabhängig voii einander iindent 
oder doch die im . ersten Falle eintretenden grofseu/ 
Wdtläuftigkeiten ( Not^ n ) vermeidea könne« £ia 
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1 » ■ 1 

aluren, das dieser Unbequemlichkeit abhülfe, v;ürde 
in eine grofse Verbessenmg seyn. '. Eine solche 
L man in der Anwendung der vom Professor Vfafw 
gestellten Aufgabe (SammL II. S. 15g* $. 4.) und 
in Jiuflosukig ( das« S. 160» x6i.) finden 9. 

33. Die Ffaffische Aufgabe in solchen Zeichen auf* 
ihren, als luau hier braucht, darf man nur 



statt der 


hier 


Statt der 


liier 


dortigen 


setzen: 


doriigeix 


setzen : 


J« 


P\ 


X 


a 


-X 


(Pot 


dx 


jy.» 


X^ 


r)(px 


d^x 


D*.« 


X^' 


D*^« 


dKM 


D^iS 



\ ■ 



mm (Vie 



B"^« 



d^'x 



n^« 



„Aufgabe (ij. a. O. S. lyg.) 
,, Es scy ^K irgend eine Function der vcräuderli- 
en «,; aus ihren DißWrntialcn, wenn jdä beständig 
:, dieselbigen herzuleiien , wenn kein beständige» 
ifterenlial von oc angenommen wird. ** 



'^ Die i^uflusnng d«r Aufgabe wird dort (S. Ttfo) zuerst 
.ok alz eichen P%7i; F'h(h — l); P3x(w — 2);... 
n die combinatoritchen Cli|ftsenzeicheia 
• b^B; C"C; ... cojxe»pondiren, ausgedruckt. Ick 
hier die letzte Darstellung (S. 161) auffuhren, und di» 
\ Cin Lokalzeichen) in der Folge (4O nachholen. £• 
atlts'lich« boyde zu kennen« um nach Unistlnden Q%* 
ich davoii zu machen« 



\ 
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,.Aiiflöfung»-FormcI (EbWd. S. i6l.) 
u • — 2l_ = — !- — a^ A + ^ 6°B > 

• 1.2.3 1.2..W 

(I 2 3 • ♦ • ^ V 

Bas biet in Klammem Einffeschlossenc ist bekannt 
mafsen der Zeiger für die Complexionen der Co« 
bii>9 uonsklaesen " A , "B, "C, ^tc. 

34. Arbogaöt unterscheidet [no.35] Z>^V*v^«l«i 

ü/tfj, wie D",<Pä, von JDerivces divisits, — ' — 5^ 

auch, bestimmt der Werth der einen Art sogleich 
Wcrth der andfem. So z. B. yväre (33) 

D».^« =^i.a. . n f^:^ «nA+ ^ i»B ^ J 
T Li • 1 . a 

• i.2,3 i.2,.n J 

(Der Zeiger hier, wie in 33 )• . 

Für die Derivees divisies wird [no. 39} ein beadndi 

um ■ 

Zeichen eingeführt, und d"* statt . — , ingl« 

*-' c I.j2«*ni 

">■ • 

eben ^°. ^M statt — *^ — gesetzt. Ich werde mk 

-i»2«»n _ ".1 

für den wenigen Gebrauch ,. <Jen ich von diesen ZI 
chcn hier mache^ diese? Abkürzung nicht beäieneiu 

Exempel zu (34). 

35. Den Werth der einfachen IXerivh l>^.(pfh ▼* 

den' vorhergehenden unabhängig, in DiÄ 

.. Tcii^lcxi von ^aiuida) gat geordnet darsuateUen* 



I 

' f 
k 
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[. Man setze n=c5 in (34) und entwickle, nach dem 
leiger , die Complexionen d«r Classen ^A , "^B , sß , 
P , -E , mit Vorsetzung der zugehörigen Yersetzungs- 
|fthlen oder Polynomialcoefficientcn a, C, c, ö, c, und 
Bejfiigung der 6(^X9 D^cp» . . . D^0Xt wie solche in 

ler Formel den einzelnen CJassen vorstehen. Dies 

-■■ ■« 

pebt: 

36. Ausserdem, dafs man vermittelst der Pfaffi- 
ichen combina torischen Formel jedes Ciied D".(P« 
[init oder oRne }3ivisor ( i . 2 . 3 . . n) von allen vor- 
liiqfgehenden unabhängig, findet , erlangt man das ge- 
übte Resultat auch viel leichter als auf dem Wege 

Ker öuccessiven Derivation, Den Unterschied deut- 

»»■ . 

»dl einzusehen, dürfte man nur hier d-*^. (p ex, aus d [u'*, (p ot] 
Qich dem Werthe von D^.<p« in (17) durch gewöhn- 
Bebe Differentiation suchen, wo man gar bald, und 
iBoch vielmehr bey spätem Gliedern, in Weitläufig- 
keiten gerathen würde, * 

, 37. Setzte man in (35) die Werthe von (p» und 
iler Difterentialen von ^aiuida, wie in (a6).also 

(px = log. « } D ^ «= a""' , • . : P^. (p d( ±11 . 2 • 3 . 4Ä""5 
^D.«r=i/3; D*.a— l.sy;... D5.«=i.fl. 3.4.5 ^ 

bid dividirte alle Glieder durch 1.2 »3. 4. 5» so fände 
Juan den Coeificienten des ösjLen Gliedes von 



gleich gut geordnet; vaiikommen, wie ^no. ift, ^. <^ 
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3g. Das Verfahren (35 — 37) wo man r) die E 
vic simple D^. ^ a ( durch Aufhebung des Divi 
I.2v3.4«5) nach (34), in D<pa, D-^a . . . d^ 
'und D,«9 6%a( • • . D^a( aus drückt« 2) nachher die V 
th^ 1/3.; I.ar • • • I.a.3.4.5^, furD.Ä.; D*.«; . 
»^« (37)- substituirt, und zugleich 5) durch den 
visor 1 .3.9.4.^ die Derivee slr/iple zur divisee mac 
dieses Verfahren, sage ich, würde ein beträchtJici 
Umweg seyn, luid dennoch wiire er viel kürzer^ 
wenn man die gewöhnliche Heers trafse der successiv 
Differentiation, verfolgt. Aber es läfst sich dassei 
sehr stark, und über alle Vorstellung hinit 
beträchtlich, abkürzen und sinipUficiren, wenn mi 
die Substitution der Werthe für 

n.xzzißi D^.«=:i.ar; d^.« z=: r.2.3^; 
D^.a = 1.2.3. 4et etc. 
jniclit in den entwickelten Werth von D^? 
*." (35) feonileni sogleich in den Zeiger der An 
lösungsforniel (33) macht. Denn durch diel 
Subsitiuiiion verwandelt sich jener zusammen ^ 
setzte Zeiger (33) * - 

/- I 2 ^ 4 5 - N 

( D.« lr*X D^i« 154.« 1)5,^5 1 

^ I 1.2 j.2.3 1.2.3.4 ^•2.3.4.5: y 

iu den ganz einfachen 

(I. 2, 3» 4» 5» • • • X 
e. r. tf, «, ^, • . • y 

Hier bleiben blos die leicht zu übersehenden d^ 
'xi'tpxf d3<P«, . . . in der Formel (33) ; die beschw< 
liehe Dificrcntiaiiön d". (px hingegen, fällt ganz we 
weil die n,«: d*. «, d3. oe,... die man daraus braucht 
mm durch die simpelu /3, y, ^, . . . vertreten wc 
den, deren ' Vcfbindungsgesetz durch die a" A , 6" I 
t^'^Qp • , f combinatoriscb» das heifst hier« in 
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ioluter Leichtigkeit (Note o am Ende) ge« 
aiiidy die nichts zu wünschen übrig läfst. 

39« Und nun die aus ( 38 ) abgeleite tp c o m b i n a» 
[isch- analytische gans simple Aufiösungs- 
el des Hauptproblems (20). 



^n 



ist nämlich:,^ (/;) «C""l"l) o^^^ 



1^ 






1. a 



c" C4- . . . + / • n°N (33) 



l.a.3 I.2..n 

IgUcIi (pCx-^-ix + yx'+ix^ + ex^ + ^x^ + ttc.) 




I 



a» A + i;l|^ 6= B ) «^ 



1.3 



I . i.a 1.3.3 ^ 

( 

+ 'J!1^ t4D )x^ 

1.2.3.4 y 



ly <P ec 

1 



1.3 '1.3.3. 



C/3, y, i\ 8, ^, j^, *i /, K. ..X. 
i, 2, 3, 4, 5, 6, 7> 8f 9 • • -y 

I. Fortgangsgesetz, sowohl für die successiven Diße 



ile 



• D^« D*(p« D3(pjß . 



• • • als aucli för die 



I X.2 1.2» 9 

abitiatorischcn Grösaen a"A ^ 6" B, c" C . . • fällt 
lieb in die Augen, 



.1 
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■ ■ 

47. In dieser cvolvirlen Function ist €ben so 
in (20) « der einzige mit dem Functionalzeichen (f 
liaftete l'uchsiabe; dalier auch die Düferentialen 
ipecf nach Beöchaftenhcit der Function, sehr versc! 
dene Werthe habbn hünnen« Die folgenden C( 
cienten 3, y, (f, £ . . • der polynomischen Reihe 
gegen, machen die Bestandtheile der Combinatioi 
classen "A, "B, "C 'D, . . . nach dem beygefj ' 
Zeiger aus. Diese Classen, mit den zugehörigen 

.«»tzungszahlen Of 6» C^ & • ..» der ElenEiehte 
einzehien Comniexionen » stellen die Coe£Etcientea-.< 
Potenzen ganzer positiver Zahlen 1,113! 
der Fieilie ßx-i-yx^ +i Af3-f. bx^^ etc. dar, und sind 
alle mögliche Functionen der Folynomi 
für denselben Zeiger, dieselben; daher sie. 
ArsogaSt mit einem auszeichnenden Namen Pal] 
mial-G rossen ge^iannt hat [no. 23]. Wie liclij 
Coniplexionen der Combinationsclassen, "A, °B, "( 
für besLinimle Werthe von 77, combinatorisch 

'Kehl und darstellen lassen, kann ich, als b< 
voraussetzen. Diejenigen Leser inzwischen, die gl 
wohl hier noch einige Belehrung wünschen und 
warten, v^erden solche im ersten Anhaage lu 
ser Abhandlung finden. 

41. Der Satz (39) bei welchem die Aufgabe {l 
zum Qrui^de gelegt worden, läfst sich auch ans 
lor's Satze, auf b, los combinatorischen'Wi 
ganz kurz und direct herleite^, auch vortheil 
darauf mein Methodus Pölpntiarum (^Inßiu DJ 
p. loi, 102) anwenden, von welchem ich crii 
und durch eine grofse Menge von Bcv spielen (. 
p. 102 — J2o) gezeigt habe, dafs er eine Brückte 
auf welcher man aus den Functionen der Biriomil 
in die der Folynomien bequem übergeht ' ). 

) Methodi Potent'mvum taiissime paUt kjos, gaw^M 
generolitar jfQtiit et directt appUcvri « «61 in /mcIiom iii| 
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42. So wie nenilich aus dem Sinom «-{-x' das Poly- 
a + zfix+y^^+^-^^-f* ^^c hervorgeht , wenn man 
36 in jenem , die Reihe ^ x-^-y'x'^ -^i x^ '\' etc. fiir 

$9 setzt : eben so darf man nur in der entwickelten ' 
ion (12) 

"^ ' I I • 3 

H ^— x^ + etc. 

^1.2*9 * 

Irall «talt xnnd ihren .Potenzen, die Reihe €x-^yx^ 
f jr^-j- etc. und ihre Potenzen ^combinatoriscU ent- 
ftelt, »etzen und zuletzt alles nach x"^, x\ x^, x^,... 
pt nach steigenden Potenzen von'«*. Ordnen, indem 
■t^dle zu einerley Potenz von x gehörigen Coeftlcien- 
I.BUsammea nimmt ^). Die Substitution jener Ent- 
^elung, so wie diese Aiiordnung, hilft nun der 
fdzu . Potentlarum erspareh , der alles in combi- 
nschen Zeichen sogleich entwichelt und gehörig ge- 
auf einmal darstellt. 

■ 

^Vergleicht man nämlich die Reihe in y (Jnßn, JDigJu 
^O'i no. 2.) linker Hand des dortigen Gleichheits- 
^hens, mit der hier entwickelten iCeihe fiir 9 ( « + ap) \ 
X zweiten Gliede an, so sind 

dort i ' a b c d . * . ; y 

-R^X 1>^(PX d3ä« Df^ÄÄ 

• bier : 9 , 9 — i— - .••,'» 

1 1.2 T-2.3 1.2.3.4 

L man findet, st^tt des dortigen z rechter Hand des 
:hheit5zeichens, hier x gesetzt: 

wHe, ierminis quotcunque coristante, pro simplicium digni' - 

( X^ J . snhstitnendae sunt p olynomior u,m potestates 
\'\'yx^ +ix^ + etC,y; quo fit, ut ad functknum. evolu- 
\is 9 serierumque et aequationum transformationes sit fruC' 
tshna {Jnßn, Dign, Pmef. p. X//.) 

k^} Eine ähnliclia Substitution» in. ähnliclier Absicht« h&t 
i AbIboojmt [no* dc^ 21.} rorg^nommwL, M«a te\k» ^5S^» 
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(I 2 3 4 • • • N 

■ 9 ■ f — — f — ^— — , , , J 

I i.a 1.2.3 I-2-3-4 -^ 

herbey, der sie enthält. 

IIL Die Arbogastische Annahme ( S^ 9 ) » die Coe 
ficienten a, ß ^y, i . . . der polynomischen Reihe a 
veränderlich anzusehen, luid aueh so zu behandelt 

verstattet, die Auflösungsfonnel für — '- (inll.)aa£ 

auf — ■ auszudehnen, und bei der so nahen V€< 
I - 2 • • « . * 

wandschaft der Differentiationen und Derivationen ui^ 

ter einnnder (13), die Zeichnung (:;3^ dafür festzusetzl 

Daraus ergeben sich die Werthe der Ucrivces divisi 

und simples^ ausser der Ordnung, viel leichter, als ai 

dem gewühnlichen Wege der successiven Diffei 

tion (?4, 35, 36). 

IV. AaBOGAsr nimmt femer die Cocfficienten 
y, ^ . . . nicht blofs als veränderliche , fomlern ai 
als von einander abhängige Grössen an, 
unabhängig sie auch immer an sich se^n mögen, 
ser hevristischen Fiction gemüfs, werden nach gcei 
ten Derivationen, für D.a, d^. a, D^. a, . . . die zu^ 
hörigen 16; 1*07;' 1.2.3^; . . . gesezt (20) 
das Exempel ( 37) ; und so findet n>an sich auf eini 
aus (px und ihren Differentialen, in ^(«-{"^^"h 7^^^ 

-etc.) und ihre- Evolution versetzt ; in so fern näml 
'die Cocfficienten der zu evolvirendte leztern Fi 

tion von den Differentialen der, ersten sich abieil 

lassen. 

V. Schafft man nach Arb^gast's Vorschrift, 
D. «; d*.ä; d3.« . . , , und ihre Potenzen erst in 
Formel (11). nach A^m dortigen Zeiger, und sublj 
tuirt dann die zugehörigen Werthe (IV) für sie, i 
geräth man in Weitlauf tigkeit, die man vernjeideti wen 



/t 



\ 
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« 

Mn (3g) di« Substitution sogleich in den Zeiget selbst 
acht. Dadurch verschwinden alle derivativen Aus- 
ücke auf einmal« und die ganz einfachen ß, y^ ^, «••* 
)cheineil all dem Platze ihrer Stellvertreter 



• »^^ -»••• 



1 i.Ä ' l»a.s 1-2.3.4 ' ' 

d geben so den Zeiger für ■ die Clasaeil '^A » ^B »- 



• • 



VI. Daraus fliefst der nicht Mr^tei" abzufcurzepde 
laly tisch - combinatorische Sats (89) -"^ 
le schöne Blume, auf derivativen Boden gezogen» 
3) ntid in combinatoYischen verpfiatltt, wo sie so 
rrlich gedeiht! *— 

VIL Will man die combiiiatörische Evolution sfor- 
d' (35) von derivativen Vorstellungen (III, IV) ganz 
tabhängig ^ so leicht und so geschwind als möglich 
liMellen: so darf mait nui' das in (41)^"- und in 
[p'aiisgefuhrte directecombinatotische Vcrfah- 
f befolgen. Die combinatorische Methode der 
rteui^en fuhrt hier geschwinder, als jede andere 
BiZieL 

VIII. Aus der fivolutiöilsfofmel (3$) folgt sogleich, 
möge Substitution der Localwerthe für die Clas- 
;^ 'cÜe correspondirende Locälformel (43)« 

415* ' £s vetdieiit besonders bemerkt tu werdeii^ 
1^ man hier (44) aus deil Differentialen von 
l(wo Jflc, d^X9 €ßx, u. 8. w* alle höhere Diftereh* 
len bcybehälten werden ) in did Coäfficienten 
\ äeihe fiir^(«+ex-|-yx* + etc-) übergeht* 

' Ohne llüeksicht mi ein bestindigei Differential; 

^44^ 10 



2l0 V. HlMDCMBCAÜ, D£R DCRIVATIO S CaLCUL 



H — n" N 

(1 2 3 4 • • • N ' 

I 1.2 1.2 3 3-2.3*4 ^ 

Der(n+ j)te, zu*'' gehörige, Coef£cient derR 
für ^(«4-ex-i-rx''+«tc,) ist (39) 

l.2*.n I 1.2 






( 



2 3 4 
y i e 



) 



d5.«=i.2.3* 

$ ^ ^ 

Um also aus I in II überzugehen, darf man In I m 
mit ft , lind d mit D, vertauschen, und statt des dord 

ri . 2 . 3 . . 
d.x d\% dK» 






• • 



1.2 



1-2.3 



^} Ich habe , daft nach gsenJeten DiJBFerentiatlonsti 
n^.^ott dio D.«, D^.oe, 1)3.« *. . . mit i ßl j. 2 

'!• 2. 3 ' 9 • » • zavenau8cheii¥eyeh>seigerföriiiig (dl 
•ckigts Klammem) hier angegeben; denn nur an|ec di 
Yoraustetzung findet der einfache oomhinatoritche 
ger anter a" A« ('^ B • • • sfatt. .Ich werde jenen i 
• teilenden deriTatirenZeiger in derFoIge» der D 
Uchkeit und Vollstindigkeit Tvegen, neben dem combinal 
•eben mit beyfügen, «nch, tto et der Raum veratat tet^ stti 
len f o schreiben : 



Cr. 



>3 '.. 



B3. X B^. » 



6 i.ay z.2*3' x*2.3.4s 



• • • • 



3 



I» 
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» 

fen einfa^lien l ^ ^ * ' * J in II setzen, und die 

\ 6 y ff • . . y 

"ombinationsclassoi '^A, °B» • • « °N darauf beziti- 
lenc denn dadurch wird d^n Arbogastischen beiden 
juiahmen (44» III, IV.) Vollkommen Genüge gelei« 
tet (44, V.). 

46« Exempei» (iir <pxl::zlog*x;(pxtcze*i^x'2:,x^ 

ä) für ein bestandiges dt 

' ^"Jv" ' =a ±1.1». 3-4 • • • * Q» — i)*";? 






-k. r= #* 



[fir Jjrrz-x » fiele hierauch^ Jx";=: I im Divisor weg. 
b) Ohne Rücksicht auf ein beständiges DiAeren* 

I • 2 • • 'X * . a Ä . 



■| 






— tB}f j|.iii-i ^h A + «5J :fi^* 6*» fl 



+ "*?«"-" II" iV') 



/f. p #3 • 4 #..->v 

l — - f -■ ' ' * '■ 9 ■ ' > • • • y 



>!\ 
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Nämlich» statt ^ sc (in 45, L) nach nnc^ nach. log 
^x . ^rn gesetzt « Und , v^Xs dicsc Substitution gl 

Süx dx z=: i differentiirt, 

• ■ 

c) Wenn man au« (px in die Coefficienten dei 
evjolvirenden Function 

y 9(« + 6*+y** + etc. ) übergeht (45, II.) 
.2 — — tt" A 



6° B 



a»' 



3 «3 



c"C — ..• + 



HA' 



••N 



J^£!. = ,. fili + Uli. -1. füjc + . , 

i.a.*« \ I 1.2 1.23 

i,2..«y 
l.a.^n 



D.-«=i.ar A I 2 3 

g r ' 



i i t 







4. . X 

• . . . y 



Hier darf man (in () nur » statt x« und «tatt 
dortigen zusammengesetzten combinat( 
sehen Zeigers» den hiesigeti ein fa eben setzen # 
sich zugleich auf den derivativen Zeiger (NoU 
bezieht. Die ersten beiden Fonüeln (iii c) »eigen i 
in der Anwendung am einfachsten; die lei 
dagegen kommt bei weitem am häufigsten im. 
brauche vor. 

Für — ' , was bey Arbooast und auch m< 

1 • 2 • • /^ 

der Folge oft vorkommt , darf man nur überall, in 
Formel und den untergesetzten beiden '^-' 
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a>f 



• • 



«utt . «, ß^ r, ^, • 

'\ «etzen ^f y» i.y §$ ^ • • • 

4^. Die Reihen (46» c} sind lanter (7f4-i)t^^f zu 
gehörige, Coefiicienten [^(it-t- 1 ) oder ^n^ in (39)] 
r zu evolvirenden Functionen : 

log(«-j-6;r-{-yr>c* + rfx3+etc*)[no. la] 

e« + 6* + V** + **'+«** + «*^' {no. 14] 

(«+fix+rx* + (f*? + iÄ4-f-etc.>™[no.3i] . 

d zwar» im letzten Falle» für jeden Werth von m* 
Bsen und gebrochenen» positiven und negativen/ 

Exempel f\ir einen bestimmten Werth. von n 

48* lu (46, f^ aey 71=14 ^^^ ^ bleibe, unbestimmt» 
ist 



1=1111=^4 

VI « 3 4^ 



m.m— I 



mi 



© = 



i.a 






m 



© = 



I . a . 3 



mmch sind die » (4 -{- 1) od^r die 5ten Coefticienten 

:RciJien(47) ^ 

oder log. (» + ix'\'yx^ +ix^ + etc.)H$ 
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1 «3 1.2« 3 1.2.3.4/ 



1 

L 






l«»"^^f + 



«"--^(2g<r+y«> 



1 

1 



\\ 



1.2 

772 , 771 *-. I , m -« 5 

iiXfVi— -I.I7I — 2.m— f-3 



«"•3. S8*T 



t^i 



I • « • 3 • 4 

pie Vcrgleicliung dieser Excxnpel mit denen 
(2^9 cß, 27) zeigt die schnelle Wirksamkeit der co 
\)inaLoTischen Evolutionsformcl (39) augenscLeinliclil 

Weilsicli die rein-combiria torischen 
tionen für die Classen^A, ÜJ?, "0 . • . in Zahlte! j 
Bnclis laben gleich leicht, und voiii )Eunandcrm " 
darstellen laaseri» ^o habe ich sie hier, ftir»l=3>^4^ 

aiifeefulivt. . . 



• > :.j 



49, Andere Formeln von Pf afp (SammL lI;a.aLÖ« 
..... d\sin X ' d^.eos.x d\tanfir.x ■' J°.Mh 



I«2../Z I.2../I 1.2* t /X.a« 



1 .2../{ 



J". ro.f £?r. of J". A Vi« * ■ iP". ■ A ras x 

» ■ ■■ • « ■ ■ y ^^ — ■ 



|,2,.W 



• • • 



Is»mW 



—^- — ^, ____—; um aus^xin^(Ä + f^ 

I-2../X I«2.«'^ 

pr^:^ +<^to-)» ^us (45, I in II) Überzüge h«n. 
PoJyiiomialgrösseq a° A • b° A , c*^ C • . . oder 
Stellvertreter ;;j|C;/, p^%(n — i)^ p3^(n'^ 2! j, ^ 

f'43), bleiben dabei immer dieselben, nur die --^ 

— % — . . . andern sich nach Vi 

1.3 1.2.3 

di.>i:)Jicit der Function TcrschiedentUcti ab (40}» 



VKD DIK COHBIKATOIUSCHJB AüAfiTSIS. «IJ 

50. Von den vielfachen Anwendungen der Alge- 

keinen combinatorischen Diflerenzialformel P ' ^* 

' 1.2 . . w 

t (45, II) sind die fiir ^«r=log. a nnd fiir ^a = ä« 

1(6» r) , besonders die letstere , in Bezielnmg anf die 

tbrdgen Bedeuuingen und Zeiger, bcy weitem die wich- 

i|pten Die beiden Arbogastischen Annahmen fiihreii 

brauf (44, III, IV) und erhöhen dadurch den Nntaen 

fer P£afHschen Aufgaben ungemein^ * Die combinatori'-' 

fchen Classenzeichen bezielicn sich auf den ganz cinfa<« 

Iwn' Zeiger T * '" * ' ) ""^^ geben so denFor- 

^In hl Absicht auf Darstellung und Anwendnngi diie 
leiste Vollendung (44 , V). Zunächst, , und ea auch in 

IT Folge, wird häufig ■■ i -- ^ ■ (46, r) vorlionunenh 

1*2** ■* 

Miesem Falle whrd nehmlich ß^^, wie vorher «% al» 
P^ifitf des JDvrivatiojis (24) angesehen. 

5T. Die derivative Function, — ^— ^ 8]^M^tIk dem. 

l)Ogas tischen Werke eine grobe Rolle ^ und koipnit 
rinn sehr hätifiz vor. Ich will daher die verschiede- 
n Bedeutungen, die dieser Ausdnick nach, verschic- 
nen Ansichten, die dabcv statt finden , haben kann, 
;r angeben. Arbogast selbst hat 'sich darirber ans- 
irlich erklärt [no. 52 — 54]. Dieseri'Erklämilgen 
rde ich noch einige Bemerkungen, mid. Erläuternu- 
1 beyfiigen. ' ■ • - . 

52. Die Bezeichqnns ■ ■ und andere ähnr 

he Ausdriicke, so einfach sife auch an ^ sich sind, 
jij dabey blofs das besondere Zeichen d vorkommt, 
btu gleichwohl vers'chiiBdene Bedeutungen» 



ai6 V HlK'PElfitnid, ÜKK DERirATIOMS-CALCUL 

I. Sie sind Zeichen von Derivation.cn» Sc 
js, B, drucken - und ■ ■ » duvch D" « euMI 

B.elhe von Opera tionefi aus» die inan ßnf 9 » oder ß^ 
anu enden soll, die siinmtlich dasselbe Gesetz befolg^ 
un4 // mal wiederholt werden müssen; übet dies seigc| 
^ie^ durch das Verhalten des D s^u dem DifferenzialMJpj 
eben ^, die Natur dieses Gesetzes an, oder die An 
von Derivjitioi), welche der vorliegende; Ausdruck iV 

Beyspielq von » * '■ ■ , für bestinunte I 

^ I.3..M 

fl^); allgemeine Evolutionsformel. dafür, dnrcl 
Beyhülfe combinatorischer Zeichen (33» 34 )i 

Wegen vergleiche man (^ i) nur statt du 

dortigen J, jr, hier n« ß gesetzt. Dieselbe Fonail 
< (aber für z"> statt ;9^) kommt schoQ im Arch. der M^ 
them, H. II, S, 2jo; 7, g vor. 

II9 Sie sind Zeichen ytm Coeff icienten; vaji 
weisen nicht blots die Zahl des Gliedes zu dem sie g| 
I^ören, sondern auch die B^achaffenheit der Fuaf 
iion des Polynoms nach, von welcher das Glied, ddl 
#en Co^fKcient verlangt wird, ein Theil ist. 

E» «ey 6+yaP+*4f* -J- $ifi'^^x^ -j- ctq, =:p, g 

Äfückt 

P'. ff^ ^^"•»(w+l) J 

1-2. ,« ^(6 » r » ' • • • ) 

1^ den Coefficieixten des ^ 7f -f- X O^ten^ zu x^ gehBii 
gen, Gliedes (d^n (//^- i)ten CoefEcienten) der Potci 

m yoA/S-f-y^-t'c'^f H*^^ *^*' 

2) Werden dadurch zugleich, die Function fl^ 

und die darauf anzuwendenden Operationen D" für dl 

g^«r#QchteQ Coefüicieuuu p^ »^n-VV^ ^ 



VND m^ eoHBiir ATOPISCHE Analys;« 2lf 

Anmerk. i. (zu I. II) In der Formel (I) ist ,0^ 
anr ein einzelnes Glied (J\^Ionomium) ; in (II) wird aber 
dne ganse Reihe durch dieses Monomium ausgedrückt. 

So ». B. bedeutet — 'J—~ ( in II ) den 5ten , zu x4 gc- 

i*3«3«4 

^ ■ * 

|[5rig^n CoefHcienten der Potenz (g4-y9c+'^* + 0^'H* 
«tc)*^» oder den Coeflicienten £, wie er (in 85) gefun« 
4en worden ist; nur statt der dortigen ot» y9, y» (f » s, 
liier t i y 9 i 9 * * ^ gesetzt. Eben so zeigt 

- . ' ■ — - den CoefHcienten cles iiten Gliedes der bu 

yf.a . . 10 

entwickelnden Function sin (y'\'ix'{' Bx^'\-eic.)un9 
Pirelche hier bloFs durch das i^/o/iom » jm y/ vorgestellt 
twird. Dafür dienen in der combinatorischen Zeichnung 
:-flie Scalen p [S, 7» (f , . .] und ^[r» ^, s. . , ] etc» 

^ • ■ ■ 

» ■ 

AnmerK 3* Noch ein andeier sehr bedqntender 

TJiterschied findet zwischen den ß^ in (I und II) statt, 

jbfs nähmli^h im letzten Falle die gegebenen, von ein- 

ider ganz unabhängigen» Coefficienten ß^y^i^t. . . der 

Leihe p (II) als veränderlich und von einan* 

%ex abhängig (g. 9) von Arbooast angesehen und 

•handelt werden, biese Voraussetzung macht daher 

'liach geendeten Differentiationeut bestimmte Substitutio* 

^neninD «/9; »'«)3;]>3.)3...nöthig(io)»diemanamschick- 

Wchstcn »der derivativen Function in Form eines Zeigen 

I imtersetxen kann, wie oben (46» «)• Man vergleiche 

p(45t ^O ^"^^ ^^^ dortige Not«. 

Anmerk. 3. Das m in (I und II) kann jedeZahlt 
isitlve und negative , ganze und gebrochene , bedeu- 
ten ; die Formeln in (46 ; &» c) sind nämlich für jeden 
Werth von ni anwendbar. Setzt man aber das ira in II 
einer ganzen positiven Zahl gleich: so giebt das 
^fie von Arbogast sogenannten quantit^s polynomiaUi 
(40^, die CoelScienten nchnilich der «aVN«\OM\Us^. 
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Potenfeon ganzer positiver Exponenten 
Polynomieu. 

Anmerk. 4. Für befahte positive m 
ausser dem (Anm. 3} angeführten combinatorisc 

Wertbe für — '-^— , auch nachfolgende v erkür 

Formel : 

o3./3z=:i.2.Ss 
# # ^ 



/ 



wo für m =r I a 3 4 . • . 
dann M = A B C D . . . 
imd m •= a % c 5 ... 
BU setzen. Arch. der Math. Heft IL S. 030, jsl^u 
IIL Die Folynomialgrössen 

i-a 1-2. 3 I • 2*»72 

lassen sich endlich auch als Zeichen von Co ml 
kiatlonen betrachten. Arbogast bemerkt dieses [1 
54» 4®]» behauptet aber [no. 5:2] ^ie icombinutorisc 
Behandlung und Auflösung dieser Zeichen (s. B. na 
den Formeln hier, Anmerk. 4; in 469 b, c; und ander 
«ey. weniger i.eicht.und weniger analytis< 
als die derivative. Diesen Ausspruch gehörig zu pi 
fen«. darf man nur die. bereits vorgelegte combinat 
rische Evolutiönsförmel (39) und ihre Anwendim 
rivt der soglei^ aufzuführenden , die Polynomialgrc 
^en enthaltenden, derivativen Formel (53;) uudi 
t<WL 9^b^^u<^^ vergleichen. 



UND DIE C0AIBINATdttI8CHE ANALT9f8 fll9 

riERTER ABSCHNITT. 



IßMOBAST^s zwcyte^ die Polyrioviialgrössen enthalt 
teftde t derivative jtußösuiigsformel des Haupt'» 

r prohUms (^Qo^f aus der comhinatortsehen Loeal* 
formel ( 43 und 512 , //) abgeleitet. 



Ui X)ie von Arbogait [no. so] vorgetragen^ zweTt« 
ivolulionsfpnnel ist folgende: 



A + Bx+CÄ;»+D/3"+E«*4-cic+^nÄ;''. 









. - i 



. j 



1.2* 1.3 1.3.3 

p3. Ä d'ää D*.6^ . D3'ifl| 

— -^+ — r^- • +. — T-.D.^> 

1.2.3 I'3 1*3 1.3.3 

^ 1.3.3.4 '^^ 
11 I- .1 . I . f I I 

n-*.e . D»^Ä 



N1.3..B-/. , I I«S.WI-rX . 

D»-«.^* d3(P« D''-'5.yS3 
, -— — ^ -•+ ^ — f. — I ' + etat 



1 .3 



I.2..7^-3 1.3-3 l.ö.,yi-5 

+ etc. ) *' 



I d"^« d"-"-6«^ , ^^^ ^ ^^ 



I.3..7I I.2..7Z-lt 
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CD. 8, D«.e/ D3,g, D^.e, p^c, .... 

Der hier bcygeffigte derivative Index zeigt nehmlii 
was nach geendeten Derivation'en, durch DiffferentiäA 



bej den FoIynomialgrösAen 



I . A. .it 



^5:1» III) Statt <l 



p'.S, D^^Sf D3.e..« 2u setsen «ej (45^9 IL Note 

Auch ist d.^ i = 6". 

1 . 2 . . n-Ti o 

IL Ordnete man die Glieder der Coefficientisii^ vi 
sie kommen würden» wenn man die hiesigen vnijaiirl 
schriebe, so fände man An oder 



i>a..n i.a.-i» ^ i.2..if-i ♦• . ▼• 

+ »^« — ^ 

X.2. .w-t 
diese derivativen Ausdn^cke von ff", ff«— i j^j cq,,j|jJ,u| 
Tische umzusetzen» dürfte man nur diie sugehOrig 
t«"Arb"B,c"C, . . . «"N (56f HI) röckwäru schreiben. 
54. Beweis. Die Formel (52, II) 






«renn man dArinn 

t 

fiir naeh und q^ch 



mn I 
»1=1 

■ 

— 3 



fetit, giebt; 



if = 0» I» 2, 3, 4 

nno» I» a» 3t 4 

11 = 0« 1, a» 9> 4 

« « f i 



• . 



OND DIE COHBUriTORIfCHB AVALYtli. 



ati 



i = C 
^ ■ x.a 

D3.g 



»4= 



p'MlZZ §» 


;»3«i=:eJ 


etc. 


^*S3 = S.C* 


f>3«3r=D.63 


et& 


B».g» 


B«tP 


etc. 




^»3- ,^a 


w^lM 


D3.ßa 


l)3.g3 

^ ^ x.a.3 


ctt^ 


'^. *"~ iia.3 


^0m^^^ 


» « 


# f 


ete. 



X • 2 . 3 
I ' f 

iso kommt, cliete derivativen Aiudruclce ah di# 
ille der gleichgültigen localen, in die Localfor» 
d (43) substituirt, die Evolutionsformel (53). Dia 
rgleichung dieser Formel mit der combinatorischea 
^) zeigt das Verhalten der derivativ - und com* 
natorisch ausgedrückten Folynomfalgrössen mit 
lem Blick. Ple allgemeine Formel dafür steht (50, 
, Anmerk, 4); eine weitere Zerlegung der letxtern 

55. Einen andern Beweis von dem Satze (53} 
rmöge der derivativ ausgedrückten Werthe der Po- 

izen p^9 p^9 ph p^ • • • (S4) ^^^ ^^ Substitutiou 
»er Werthe in die einzelnen Glieder der Taylori« 
ben Evolutionsformel» hat AaBOCAsr (no ai ) ge- 
ben. Dieses Verfahren stimmt im Wesentlichen mit 
m meinigen (in 42) überein, nur dafs bey mir cond« 
natorische Ausdrücis e statt derivativer gebraucht wer« 
n, auch das dabey angewendete Verfahren (Metho^ 
IS potentiamm) die weitläuftige Substitution und Re* 
iction ersparen hilft, und so die Glieder in (53) gleich 
it geordnet giebt. Die derivative Form ist nämlich 
»nn man davon Gebrauch in, der Anwendung machen 
.11, keiner so unmittelbar leichten Auflösung 
iiig« als die comblna torische; obschon in [no. 92J 
s Gegeniheü versichert wird« Mehr davon» im 6teii^ 
)schnitte. 
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55. I. In dem Satze (53) kommen zweycr 
derirativ auegedrückte Gröfsen vor; die, von der Fi 
ction ^» abhängigen successiven ganz einfachen Deri 

tionen' 5l — (ohne Punct nach n") für öä = 

9U0 D*«=D%«9 u«e*w.r=ro; nnd die weit vervvick 

tem (mit einem Puncte nach d^), woo. 

• * I • 2 • • TZ 

s'.C; D'.S; • . • und alle höhere DiAerentiale zu^ 
lassen wrerden ( 16}. Die Werthe dieser Foljiiomii 
grossen für bestimmte n und m» durch ^irUiclie sü 
cessiye Differentiation und Substitution det zngehdi 
gen Werthe für die D.S, D^. 6« O^.S... (nach dem Zeig< 
in 53) suchen wollen 9 würde zu verdrüfsUchen lu 
unübersehlichen Wcitläuftigkeiten führen (17). 

II. Wie sich diese Schwierigkeiten , durch d( 
Gebrauch combinatorischer Zeichen und Operation* 
beträchtlich vermindern lassen, zeigt die Formel (j 
II) wenn man darinn ß^ statt (px^ tind in den Zeig 
ß statt X setzt. Auch wird ( in V. a. a. O.) gewies< 
wie man durch eine schickliche Substitution der Wen 
für D. 6 : ü^. 6; D^. 6 . . • » nicht in die Formel , sondc 
inf den Zeiger, die Schwierigkeiten ganz aufhel 
könne. Dadurch wird man auf die combinatorisc 
Formel (39) geleilet. 

III. Man kann das auch so (ohne jene Sätze) 
der Kürze übersehen. Man setze in die Gleichu 
( Arch. d. Math. H. II. S. 230, 291, $.7 und g , II ) üb 
M D,ß etatt d,z9 so erhält man 

in"»+"M 






(I fl 3 4 ^ 

g, D. g, D^.g, D^.e, • • • ) 
X X.2 1.2.^9 ' *y 



Aen combinatoiischen Ausdruck für die n^^ Dmvie 
^rixicJ^tg^mp"^^ • oder das n^^ Differential von L 



iriTD DIE COailirATORISCHE AnaLTÜS ftiA 

jjnrch i,a..7i dividirt, worinu-fit und M ailgemeina 
pi^^ Polynoiuialcoef ficienten und _Clai#«i% 
^deuten; also (wie in 53, 11, Anm. 4} - 

I für in = I, 2, 3, 4 . , . 

I' dann M zzr A. B, C, D . . . 

:* und m :=z ü, b, <, b 

JShuk aetze man 

l 



• • 



für 



n 



i erstens- n — X 



sweytena n — 2 

'*. . drittens 71— -3 
\ 

m 

. viertens n — 4 

-fr..' 

ri • ' 

•■*»tcns n— 71 



171 



4 

72 



SO findet man dadurch 
- Ä tt" A 



1.2. .«— I 
i.2..n — 3 

1.2,. 71 — 4 

^ ^ s 



= e"B 



=: c«C 



= 6»D 



i,a,.« — 71 



= il-If 



also auch die * 

«°A b^B c"C 5"D • . . ti"N 
auf den Zeiger 

(10 3 4 5 » • . -X 

^ D.e p^e p3,6 p^e ] 

I 1.2 1.2.3 1.3.3.4 «^ 

bezieben und dadurch sich ausdrücken lassen, 
ich ist II" N n 






IV. Das giebt alle Bequemlichkeit, die man 

Er 'wünschen kann , in so fem 6'" ein blorses Alono* 
um ist Steht aber nach Arbogast's Zeichnung und 
deutung (5:2, II, Anm. i) 6"» für (e + yx +<rx ^+etc.)'". 
lo tritt Iiierb^7 zu^ieich die NothwendiglfitiX. dk.%t ^>i^. 



tdüttfamTDii ir; I*3'; l.a.ji;... CürVi^e; d' 
jl.'.C; • • . (das. Annes) ein ; nnd so worde man 
grobe Weitlänftigkeit verfiiUen» wem min diese Di 
rentiale, nach obigem Zeiger» snerst in %^ A, h"^ B, c^ C, 
schaffen, und nachher jcneSabstitation darinn Tomi 
men wölke, i lan macht diese Sabsdtutlon vielmehr 
jenen Zeiger selbst , nnd eriiält dadurch 

«■A *"B c»C b^D .... B"N 

auf den gans einfachen Zeiger 

/"8 r * « { ^ . . . \ 

bezogen«^ Man vergleiche die Formel (^^^ II»Asim/4 

V. Die «"A. b»B. c»C. . . . fiiij diesen d 
£ichen Zeiger» ;kommen in der Formel (4$» It) i 

' den (n4-l)ten CoefEcienten der Reihe fiir ^(ff+( 
•)-7jr'4**^^)* ^o^- Setzt man darinn nach nnd sii 
itrz l90,394t.. so erhalt maii die combinatoriacl 
Formel (39); und so auch die derivative (53) we 

.man diese successiven Werthe von »« in das n < 
derivativen Ausdrücke •( III ) setzt. Die combinatc 
sehe Evolutionsformel lafst sich nicht weiter simplificir 
weil bey der übergjolsen Leichtigkeit der Darstellu 
derComplexionen von a°A» 6°B, c C» • . . nichts 
wünschen übrig bleibt. Man sehe den ersten Anhai 

V. Es ist übrigens bemerkensverth , dafs dif V 
meidung der Schwierigkeiten , welche die derivativ 
Ausdrücke, durch coniintdrliche Differentiationen , 1 
welche sie hinweisen » hier in den Weg stellen » so { 
rade zu und ungezwungen auf combinatorische Verfa 
ren führt; eine Bemerkung» die weiterhin von ein 
ändern Seite neue Bestätigung erhalten wird. 



OHO Dir COnBlMATOUSCHB AHAtTM«. SfJT 

FÜNFTER ABSCHNITT. 

^RBOQAST^s Aufiösung seiner derivativen Evolubions^ 
Formel (53) ßkhrt auf Substitutionen. Die Weit^ 
lauf tigkeit .dieses 9 von Tmtmns schon gebrauchten^ 
f^erfahrens wird aber zuletzt durch kurze ^ daran» 
abgeleitete 9 verbäUe ^Forschriften (R^gles) rein 
combinatorischen Inhalts wieder compenr 
jirt r und so die letztem statt der erstern gebraucht. 
Einige gemeinschaftliche Berührung spuncte des jO^- 
rivationscaUuls mit der combinatorischen Analysis^ 



u \^ie in der combinatorischen Anaijsis i) spatere 

\r folgende Glieder und CoefHcienten » aus frühem» 

mittelbar vorhergehenden« sich ableiten, 

fl) für sich und ausser der Ordnung, 

i. allen 'übrigen vorhergehenden (oder folgenden) 

iabhängig darstellen» und zwar, in bejden FaU 

\^ bereits ganz reducirt und in der einfach« 

\tn Gestalt» anordi^n lassen (29 und die dortige 

»te ^): so hat auch Arbogast diese Vollendung auf 

irativen- Wegen bejr dem Gebrauche seiner Formel 

,) xnr Absicht gehabt [no. 04. u.f« no. 40 u. f.] 

, Derivative Ableitung folgender Coefficienten aus 
Zfinächst vorhergehenden 9 und umgekehrt. 

^g« L Dafür wird zuerst [no 94] eine leichte 
rel aufgestellt , wie man aus .einem gegebenen Coef» 
iten der Reihe ( 53 ) s. B. aus 

unniittelbax folgenden 
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— ^^ + + — ^— . D. eJ 

I 1.2.3 I»2 1-2 ^I.S.3 

+ — - — C* 

*— -34 
9nd so für jeden andern gegebenen Coefficienten c 

sunachst folgenden , deriTiren l^nne, 

II. In diesen Formeln machen die von (fa 2 

IiSngigen ein&chen Derivationen keine Schw 

liglieit , wohl aber die verwicl^elten Poljnomialgröfsi 

— ; wobey man durch föttgccetzte Diffortnti 

j • 2 • . TZ 

tionen, und hinterher zu machende Substitution 

(56. I.) in verdrüTsliche und gar bald unübersehlic 

Weitläuftigkeiten gerathen würde. Wie sich dn 

Schmerigkeiten durch combinatorische Zeichnung!) 

Verfahren grtindlich heben lassen » ist ebendasei 

(II — V) gezeigt worden, Arbooast, der von cc 

binatorischen Zeichen ganz abstrahirt, hat sich dal 

verhalten^ wie folget. 

III. Die Polynomialgrofsen, die 6 enthalten, 
entwickeln, vergleiche man ihren allgemeinen i 

druck — , mit jenem -i- — . Hier nun st 

I • 2 1 . 7/ 1 . 2 . . 7/ 

S st^tt X , der Exponent tw- statt des Functionalzeicb 

(p , und y zr B. e ist als das erste Glied des Polyno 

y + ix + 6z^ + etc. anzusehen ; und so folgt aus (53 

diese erste Evojutions - Formel ' 

.£i£i.. =»8». p-ii2L + £1!:; ziiri+e, 

i.a..w i.Q..7f-i 1.2 j.2,.w-a ■ « 

I.2..7/-I N ~ 1.2. .71 ^ V 

in dem bcspndem Falle ^ für 11^:3, igt 




VKD DIE COMßlKA'TOlUSCHE AnALYSII» OpTf 

~ D 6"». 1 -4 . D.y* + ^ . <y3 

i«'-3 f • a ' i,3 1.2.3 

md die Derlvee davon [no. 24J 



I*2. 3.4 1.2.3 I-^ I-2t 

, D3gw , ■• D^g^ 

I.Ö.3 ' 12.3.4 ^ 

h [dem obigen . Werthc der i^chwierigen Derivatio;i 
■ ^ / ' "5 sind nun die^ Derivationen, die t entballenf 

1.2 •• W 

^jtn — »— .f- , . . . alle leicht, und die Scliwie« 

X.2 i^s.3 

»keit ist auf die, die y eutlialten^ -— -t 

LB°~^ y- 
i . 5 . • . übergetragen, aber auch da schon 

i..n-2 DO 

einen Grad vennindert, weil darunter ' * 

. 1-2. .w-l 

höc];LSte ist» 

IV. Eben so kann man , durch Vergleichung mit 

Formel (Hl) vcnnöge einer daraus abgeleiteten 

_ . . -. D«-"^y ' D°-»yV 
cyten Evolution, fiie > ,...,. 

'^ I. ö. .w-I I.^,.W-2 K 

ater in, Derivationen , die y und i enthalten 5 zerlc- 

D^y'" 
kn , wo die d y*** , — » # • . alle leicht, und die 

• t 

Ihwieriglieiten, auf die die i enthalten, wieder mit Ver- 
pbderting eines Grades (die höchste Derivation ist 

Ujj . ! ) übergetragen sind; und durch diese 

lifenwcise Verminderung Werden endlich die Schwie- 
Kkeiten ^nz aufgelöseu 

V. Überhaupt stellt die obige Reductionsformel für 
illHll- in (III) die erste Evolution, i» y dar; 
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daraus folgt (IV) die zweyte, in i; ^und so' die 
dritte, ins; und die vierte» in ^; u.s.w. indem' 
man nach und nach y , if s , ^ • • • ^^^^ ß » ^^ <^ • V 
^, 9/ . . . statt y dabey braucht, und y, ^, « » ^••. nach; 
und nach als erste Glieder eines nach, Potenzen einerj 
▼erändcrlichenOröfse fortgehenden Polynoms betrachtet- 

VL Erste Evolution wird diejenige genannt, in^ 

welcher ein j^uchstabe mehr vorkommt» als in derspf 

«volviren gegebenen Gröfse , wie oben die DerivaticMit- 
D" gm , - \ * 

worinn nur € vorkomiht, durch Derivatio* 



' .2.-» 

ne^ , worirSi S und y vorkommen , ausgedrückt wird? 
Jlben so werden B w e y t e , dritte; vierte Evolution. 
U.S.W, genannt, diezwey, .drey, vier u.s.w. mit dett^ 
Zeichen d verbundene Buchstaben mehr enthalten. So- 
wird man nach und nach Von einer Evolution 2ur la^ 
derti geleitet , wo immer mehr solcher Buchstaben siupk^ 
Torschein kommen, bis man, durch alle hindurch» elA^ 
lieh zur letzten gelangt, in welcher kein BuchstalV 
mehr mit dem Derivations - Zeichen d behaftet isi^ 
sondern alles in /S, «y, ^, s, ^ . . . in der einfacM 
sten Gestalt und zugleich gut geordnet, ausge' 
drückt erscheint; weshalb diese Entwickelung auch dii| 
vollständige , ganz reducirte (^Deyeloppi 
eomplet^ reduU^ 9 genannt wird [no. ay]. Sic il 
dieselbe, dem Ausdrucke und der Folge ihrer Gl 
der nach , auf welche die combinatorischen a "A » 6 '1 

C°C..* geradezu, ohne alle Umwege, ful 
» 

VII. Die Evolution der Polynomialgrörsen 

■■■ » ■ * ■ , hört mit dem Gliede auf, in welche 
T.2**n 1.2../ 

der zweyte Factor von dem Derivations - Zeichen 
befreyt ist. So ist von — ^ — das letzte Glied derEvoj 

inüon, • «y3, und^otid^x zu«väl^«ck!3LtxiGrS&l 
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das letzte Glied, " , i\ Femer 



|.2«3.4 1.2.3.4 

■ — ■ — =:etc.=:i; auch D6 = Dy'zz1)i 

|«3,«I7I 1.2. .112 

HDtnetCtni; ingleichen ^ — ÜI * ■ rr: ota 

•^ J.2. .w 1.2-W-1 

olguch z. B. = rr . — d.czt 9 

° 1.2.3.4 i*^- 3 ^-^ 

HO. 263 

VUI. So weicht Arbogast den echwierigen con- 
uiuirli(;hen DÜterentiationen, auf welche die Ausdrücke 

■ • ■ ' hinweisen, \rio.vj\ 56» I} durch continuir- 

lebe , von der Reductionsfbmiel (IH) abhängige, Sub- 
Ititntionen aus , durch deren mehrmalige , nicht selten 
ir vielfache, Anwendung man endlich zu ganz einfa- 
voUständig reducirten und gut geordneten Aus- 
icken (Complexionen) gelangt (VI), In der Tafel 
itzt im zweyten Anhange dieser Abhandlung [ auch 

17. p« So, 21] findet man der Gröfsen — — ^ 

t D6^g4 

Ihid I T succcssive Entwickelung oder Evolution 

py» '» i» ^••» durch continuirliche Substitution, bis 
pr letzten vollständig reducirten, deutlich ausgefiihit« 
j^ dafs diese beyden Schemata die vollständigsten Be- 
1^ ^ür eine. solche Behandlung abgeben» ' So weitläuf- 
^ auch übrigens an sich diese Substitutionen wirk- 
ich sind , so sind sie es doch weniger , als die zuge- 
Srigen DÜFerentiationen , und hinterher zu machende 
.ustanschungen (II) an ihrer Stelle seyn würden. 

5p. £ Kumpel zu (53) 
Zu der ersten Evolutiion, in y, der Gröfse 

»«.64 D5. y Dag4 d4. y» " 



^ 
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wie solche die Rcduciionsformcl (yg, III) f«r »= 
und 171=4 S^^^^9 ^^ zwejte Evolodon, mi 
finden. 

Hier ist Klar, dais man nur 1 — e 

1.2- i-. 5 i,2.3.4. 

(die Ausdrüche mit einem Puncte nach d) veiter 

eniwichelji braocht. Man setze abo in (yg, III) 

j} TZ ~ 5» mzzs» statt ^, 7 aber 7, ^, so kommt 

1-2. .J 1.2.3.4 1-2.3,4^ 

C) 7/ =4» in = 2f statt?, y wieder y, ^, so efUltnU 



'•2.3.4 I.2.3 1.2 1.2 

Die gefundenen i^erlegnngen dieser beyden Dirhi 
atarL ihrer in die^erste Evolution substituirt, gicbt ( 
;iwcyte, in ^ 



ijy\ 



X. 2.i 



' D- y* D*. y- 



1.2 1-2 



Man sehe die angef. Tat im aweyten Anhange , a 
[no.27. P- ^] 

60. Diese sinnreiche Deduction von deriyat 
immer einfachem Zerlegungen für diePolynomialgrö 
AUS einer einzigen Formel, ist gleichwohj nicht, 
OS scheinen könnte, dem Derivations -Calculausschl 
lieh eigen. Derselben Substitutionen in Substitutio 
«u demselben Zwecke, um alles dadurch zuletzt { 
4^nifach und gut geordnet, ausgedrückt, darzustel 
l^^t sich bereits der Etatsrath Tetens, in deiner Fm 
J^tfttKehmmioriim (Sml I. S i. f.) bedienet. Mch 
^^^^ngen diesem VexlÄitwi^ V» trexschiedeneo 



. / • 
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funkeln, kommen (das. S Ij— 21) vor; wobey noch ' 
p(n bemetken , dafs Tbtekö durchgängig bey dep. b e y- 
den er5ten Classen:^ a"A, b^'B, als für sich kla* 
ren , öder leicht erklärlichen und ihrem Wer die nach 
iftgeblichen (daa. S.9. $.5) stehen bleibt^ Arbo- 
BAST hmgegen durchaus . a 1 1 e mit dem Zeichen 
»behaftete Gröfsen z^erlegt, bis dieser deri- 
rative Charakter ganz verschwunden ist; Eine sorg- 
faltige Analy'se des Tetenschen Verfahrens, mit Verglci- 
Dhung und Reduction seiner Zeichen auf die combina- 
torif chen , hsibe ich in den Aitmerkungen zu jener Ab« 
handlmig an melireren Orten , und noch ausführlicher 
[Hhendas. S-250 — 25:4) im Zusammenhange vorgetra- 
gen. IJoffentüch wird die dort (S. 252) vorgdegte an- 
ftchaAliche Darstellung in meinen Zeichen, und 
[deren comlpinaiorische Auflösung (S. 253) viel 

izu bey tragen: Tktens Substitutionsmethode, und 
^ladurch auch die Abbog Astische ^ in der Kürze zu 

iersehcn. 

6r, Eine, der derivativen Reductionsformel (^g, 
) vollkommen gleichgültige und identische, folglich 
jauch mit dem Tetenschen und Arbogastischen Substi- 
tution s verfahren (60) übereinstimmende, combinatori- 
jlche Formel, habe ich bereits vorlängst (Nov. Syst» 
Perm,, p. Lv, 9.) nachgewiesen. Man vergleiche Sml. I. 
5.236; Arch. d. rMath. H.H.. S.330, 231; oder hier 
(52» n, Anmerk.4}. 

Es ist nämlich, Bit S'i-yx '^ix^ + e x\+ etc. :=zp^ 
der C '^ + ^ )** Coefficicnt der ganzen positiven Potena 
m von ^, d.i. ;t;"x(M+ i), oder die iw*f Combinations- 
Classe M zur Summe i7i-|- 7/ mit den zugehörigen Poly- 
aomial^Coefficienten m versehen, d. L 

in™ •^J'M =^:»2(eAi-i^n^^mgjgm-ftinB^m5gfn-3cnC+etCt, 

(ß,y,^*. «,.A . / y» *, «f ^» ? . . • \ 
i>3»S»4-*y \ i# Ä» 8» 4» 5 • • r Jr : . 



* \ 
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Die Glieder rechter Hand brechen' mit dem|emgen i 
wa zuerst die Zahl des Binomial-CoefEcieuien 
groFs wie m , oder die der Ciasse so grofs^ wie n i 
Auch erhellet, dars diese Formel einzelne höhe 
Classen der Potenzen durch Summen von nied 
gern Classen giebt, eben so, wie die Derlvaüons -Fi 
i^^l (58» 111) einzelne h^>hereDerivationen durch Sv 
men von niedrigem ausdrückt« 

62. Demnach ist (53, III} 

n" $** 

— = tn«» + »M 



I.!» 



• • 



n 






y ß$ ff *» • . . • V 
\ I» 8» 3* 4 ... y , 



ingleichen 
Dg"™. 



D»--^ 






D»-».y» 



+ 



B3g' 



D"-'.» 



i.a..n-i 1.2 i.3..n-a i.3<3 i.a..R 

+ < 

Co.y »\y ©3.7 ©♦•y • • • T 

I.' I.2«a l«2«8^ I«2«3.47*.J 



«a ?**-• a"A + •■© e«-» i «B + «««r e*-3 c »C + etc. 
VI 2 5 j: f . • . y 



\md 






:= »«56«-* 




4 



.? 



= a"A 



I • 2 • . 11-2 



= i°B 



I •2..W-3 

I I 



i»^.« n-» 



r: «"^N 



' ' Vlf9 DB COMVaATÖfLlWCVtm AllALTf» ft]) 

r denselben derivaÜTen und combinatoritchen Zeiger, 
e gleich vorher. 

Dies wlre also eine vollstänclige Vergleicbnng der 
rivaüven und combinatorischen Reducdonsformel 
fSt III und 6l) und ihrer Elemente ,. nach welcher 
m eine sogleich in die andere um'setzen und verwan- 
ihi lunuu 

6o» £s wird der Mühe werthseyn» auch eine ver- 
eichende Darstellung; der aus diesen Formeln fliefsen- 
n Verfahren, von mir, von.T£T£NS und von Arbot. 
IST vorzulegen. Ich will dazu den Arbogaslischen 

asdmck (62, für 7fz=:5;mz=4) gebrauchen, 

I • 2 • • ^ 

er mit meinem b'Dnb^+^D gleichgeltend ist; der 
eiger sey wie am angef. O. 

Jvßösung von = M + 'Drrt^D 

I. Kach HxNi>ENBüKGS Verfahren hat man di« 

5PD 
ähl ,' ob man i) die Entwicktlung nach /^ ?, y, ^. . « \ 

ae alle weitere Zerlegung in niedrigere Classen so« 
ich vornehmen; oder a) dafür die Reductions^Foib 
1 C61* 6a) 

54 + 5D 

/e y * s ^ ir \ 



43(63a5A4.4©e*65B+4C6«c5C+4!Oe»t5D 

f y * • s ^ ^ \ 

\ 1 a j 4 y y 

brauchen; oder endlich ig) auch die Classen >A, 9, 
;, ^D, des letzten Ausdrucks noch wdtci, xnix. ^<^<^xV 
r AbMiidempff 4e§ Zeigma p serkgen iiri^ 
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Im ersten Falle erhält man, wenn man die Cc 
plcxionen von 5>D, für den obigen feiger, eben so '■ 
bey *°D (SmLL S. 187» 1*8) für den dortigen abieil 

r)9D ^ [4637 + ifl^y^ + laPrf« 

Im zweyten Falle» wo (nach obigem Zeige 
— 4.y3j: kommt 

• /ey(J...\ "" l.+4eT3y'«+3r<'-]+4y^* 

\l Ä3.../ V 

Im dritten Falle könnte man die weitere Zcr' 
gung so weit verfolgen, bis man alles in ersten und zw« 
ten Classeu ausgedrückt hätte, wie Tetems: odetn 
liönnte alles bis auf» letzte zerlegen, wie Abboga 
Davon in den bejden sogleich folgenden Num* 
(II, III). ' 

IL Tetens Verfaliren, in combinatori^cl 
, "Zeichen ausgedrückt , würde für 

b4+'5D 

a 

(6* 7* i^ ^9 <^y V \ ' 
If Zy 3> 4> 5^ 6 J \ 

folgendes geben: 1 

42fe^tt5A 
~ \3©y. 6*B 

'.-f. "4® e^ b 5D = 4SÖ e^ 42( y3. a 'A . 







f 
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!►• Setzt man nun statt der zwey letztem AVisdrüdcte 
tonker Hand des^GleichheUszeichens , die gleichgültigen 
f%reitem Zerlegungen rechter Hand , so erhält man 

^ • \35&y.6*B y ^ > 

+ 45>e».42fy3.fliA 



42te3.a5A 



V 1* 2, 3-4» 5 y \ 1» a y 



tolles in iersten \ind zweyten Glasscin: o^a, B^B; 
a*Ä»b*B; d'A; (deren Werthe oder Complexionen man 
BOjgleich übersieht,) ausgedrückt; und so kommt; 

I (mit obigen Zeiger) ^^ 

III. Arbogast*s schon vorhin (5g, III — VII; 59) 
lautertes Verfahren, findet man namentlich für 

>■ :zz b 4 + 5D = b ^D in einer besondem Tafel 

im zweytei\ Anhange umständlich in 5 Columnen ausge- 
fuhrt, welchem die 6te und letzte (dds De veloppement 
sdait enthaltend) beigefügt ist. Ich mufs auf diese 
bidmnen hier verweisen. Die reducirten Glieder 
der letzten erscheinen genau in eben der Ordnung und 
Folge, wie bey mir und Tetens in (I, II). Ein ande- 

VesBeyspiel y — 54 + «d — ^loj) findet man 

"^ * I 2. .0 ' 

in eben der Tafel von Arbogast ausgeführt. Für die 

combinatorische Entwickelung hätte man dafür wieder 

dieselbe drey fache Wahl, wie in (I), 

64. Die Tetensche Evolutionsformel (Sml. I,'S. 13) 
^für Potenzen , und die Arbogastische ^53) überhaupt 
fiir Functionen der Reihen, setzen eine mehrmalige oft 
'•ehr vielfach wiederholte Zerlegung äei* Q)x^^«t o^^^^ 
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Coefficienten als Bedingnnff Torsns (63« IX). J 
der combinatomchen Evolaüonsfbrmel (39) lüngc 
ist es gleichgültiet ob man fur die dortigen Poljnora 
pbfsen a^A, b'^B, c^C, . . . die RedactioQ^-FoT] 
C61) üb erhanpt anwenden, nnr einnul oder zu v 
derholtenmalen anwenden , oder gar nicbt gebraud 
will, weil die combinatori« che unmittelbare DarstcUi 
dieser Gröfsen, ohne alle vorgängige weitere Zeriegni 
nicht die geringste Schwierigkeit hat. 

65. Für Complexi^nen also gegebener Comhk 
tions - Classcn mit ihren Zahlen -CoefEcienteo na c 
der Reihe (wie man sie gewöhnlich branchQ beda 
es fnr diese piassen gar keiner weitem Zerlegan^^ Eu 
solche aber kann zu Erfüllung anderer Bedingung^ 
nützlich seyn; z. B. wenn man von 

e*5E = e^ + '^'E 

/^e y ' « ^ f..,A 
Vift 3 4 5 6 . . . J 

l) nur diejenigen Complexionen , in welchen 9 11 
C* vorkommt, oder 2) diejenigen wissen wollte , ( 
gar kein 6 enthalten » so würde die Zerlegung ( Si 

I. S.237) 

« 

\i » 3 4 5 6 . . . J 

zeigen, dafs man für i). nur •''3563 8*°B+ 5q[6*c'< 
f.r 2) blos ^£g°e '^C, nach dem untergesetzten Zei( 
au construiren hatte. 

66. Die bejden Bcyspiele (6y, und 63,!) zeig 
dafs bey' solchen Zerlegungen alles auf der gehörig 
Zerfällung des Sumraenexponenten beruht. 
%vird für e'^E der Summenexponent 15 in 5 -f 10 < 
fä llt, wo der eine (hier erste) Theil immer der Za 

ten Classe (hier 5» wegen E), disr änA 
^g C W% ^^15) gleieh ist. Wie «die h^ 
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2ahlen 5 und 10 cUe Potenz^ - und Summenexpo« 
iten jron 3I9 5N, €,...; von €; vonaA.BB, cC,..^ 
65 } weiter bestimmen , fällt deutlich in die Augen ; 
sugehörige Zeiger , der vorher von )3 anficng, föngt 
von y ah. Mehrere ausführliche Exempel CSmi. !• 
I9O9 191 ; 2^7; 255 }• Die allgemeine Zerlegung nacb 
I Bnd n ( hier 62 }• 

67. Drückt man durch fortgesetzte Zerlegun- 
to und Substitutionen mit Tet^ks alles in erste -und 
■reyte Classen aus (63» 11) oder löfst man auch hoch 
ies^ mit.AiiBOGAST auf (63» HI), so ergeben sich auf 
Kesera Wege die numerischen oder FolynomialJ- Cpef* 
cienten der Buchstabencomplexioncn von selbst« Ich 
ing^gen betrachte Litteralproducte und ihre Versez« 
angszahlen, jede für sich unabhängig von solchen Zer- 
rungen« Dadurch >yird die Auffindung der erstem 
rleichtert , und die Beyfögung der letztem , nach be* 
ktnnten Regeln, hat keine Schwierigkeit (Sml,I.S.6l* 
'9 Not. ^ u. ^y Als Beispiel zur Vergleichüng kann 

derivaiive, Entwickelung von — ^""^ — — "• ^ 

— — • 2 + ^*c. [no. 47. p, 39, 40] und die 

ichfi:ülti£e combinatorische a*A+ i^ß 

^ ° ^ I ^ 1,2 

t ctc für ^en Zeiger T ^ * 2 ' * ' o ) dienen. Di© 

lynomialgröfsen a^A, b^B, etc. stehen auch ausge« 
ihrt (Jjißtu Dign. p. 167. Tab.F*^. Für die dor* 
CK, 6,^y.. wären liier S, y, J • . . / zu setzen, 

68» Nach Tetkns gelangt man 2U der letzten rc- 
licirten Evolution wirklich etwas geschwinder als nach 
LB06A6T. Indessen überholt der Letztere den Erstem 
einem andern Wege sehr weit. Tktäns nehmlich 
lügt sich bey diesen zerlegenden^Substitutitonen ste* 
zu bleiben , und führt jede Polynoiiua\gtöl%e diva^ ^^ 
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«|e hindurch ; Arbogast hingegen» dem die grofse Weit" 
läuftigkeit solcher derivirenden Zerlegungen , besonder^ 
fiir Glieder 9 die Yon dem ersten schon etvras entfe 
sind, auffiel, hat sich ihrer blos als Mittel bedient, u 
kürzere und leichtere Regeln der Entwickelung . darai 
abzuleiten» und selbige nachher» statt jener weitläu 
tigern Derivationen » zu gebrauchen .£s ist wich 
diese Hegeln genauer zu kennen » und mit den Combi* 
ndtorlsch - involutorischen zu vergleichen, - 

69» Abbogast hat die successiven Evolutionen iiu 
y» ^, s . * • von zwey auf einander folgenden Denvieti 

■»■ und ~, einzeln, "C jede bcBon- 

1.2. .5 1.2. .6 ^' 

ders) nach der Formel (57, III) berechnet' imd in 

»er Tafel [no. 27. p. 20» 2 J ; hier zw. Anh.] aufgestellt, ii 

welcher die gleichnamigen Evolutionen inverticalenCo-Jj 

lumneu über einander geordnet sind, um solche dest 

bequemer mit einander vergleichen zu können und 

aus die Regel herzuleiten, wie jede untere Colom 

vorzüglich aber die letzte reducirte , aus der unmitte 

bar darüber stehenden obern sich deriviren lasse. 

der combinakorischen Sprache : „Wie aus den gegebfrj 

„nen Complexionen • einer Classe zur Summe n , 

„Complexionen derselben Classe, aberznr nachsthöhef 

„Summe 7/-}- 1 (hier, aus den Complexionen von D' 
,,die von ^^®d) herzuleiten seyen." 

yo. Es ist wesentlich nothwendig, wie auch [noi 
ö8] erinnert wird, sich vorzüglich bey den reducir- 
te n Evolutionen der beyr^en letzten Colonne^ der Tafdi 
die das Zeichen D nicht welter enthalten zu verweileni 
und sie genau mit einander zu vergleichen. Aus sol 
eben Vergleichungen nun der über einander stehendi 
Golonnen überhaupt, und der beyden letzten reducii 
insbesondere [no. 27] und andern schon vorher 

t Beobachtungen^ wird der Schlufs £nq. si] 
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„Um c^e letzte reducirtc Evolution der DMvie in 

I 

II) abzuleiten, hat man keine andere Derivationea 
machen , als von den Letzten Buchstaben aller Glie-. 

[er ( der Complexionen) in (I) und von den vorletz- 
|ten£uchstal)en einiger dieser Complexionen ; alle übri- 
l^en Buchstaben aber unverändert zu lassen, <<-. 

'• 3,Complexionen der letzten Art sind alle diejeni- 
,gen, wo (wenn die Buchstabennach ihrer Folge ge-. 
^ordnet sind) der letzte Buchstabe der Complexio'n» 
»der eine Poteiiz desselben , ^en unmittelbar vorker- 
»gehenden Buchstaben des Alphabets, oder einePoten^^ 
»oder Function dieses Buchstabens^ zum Vorgänger 
»liat. ^) Diese Complexionen sind die einzigen, wel- 
,che zWcy Derivation^n zulassen ;. auch macht man slo 
gleich auf der Stelle hinter einander.** 

Wie die letzten reducirten Derivees divisees in den' 
l^en erwähnten Fallen zu nehmen seyen , wird [no. sg, 
i] nachgewiesen und ausführlich gerechtfertiget. Hieiq 
in nur die aus den sämtlichen Beobachtungen gczo- 
le Vorschrift [die Regle no. 50] angegeben werden« 

Um aus den , nach der Folge der Buchstaben (das 
liTst gut) gcordnetei\ Complexipnen der Function 

— r- — r t die gleichfalls gut geordneten Complqxio-, 

D « -♦- I. (p Ä 

von " ' "^ — ; — " zu deriviren, verfährt man also 1 



^) In diqiem Falle wären alle diejenigen Complexioneni» 
in den beyden letzten Stellen zween nächst auf einancter 

[ende Buchstaben , z.B. yi 9 oder ihre Potenzen y^6^ vor- 
; oder auch» wenn der vorlezte Bachstabe >' wie bey 

»ur Fovin ;•" "— * ß^ 9 gehörigen Gliedern , mit ei- 

Functionalzeichen bfhs/tec.wäse« -^ 
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l) „Man Tariirtin jeder Complexibn der 

I »Si 

>,deii letzten Buchstaben oder seine^ jPotena « 
,»dcin man (ihn oder aie) differentiirt , und schla 
«,hin ß statt n.c; y statt D.ß: t statt i>«y; u.s f. ol 
«»weitere Coefficienten, als die£inheit, setzt.** 

fi) «»Überdies v ariirt man auchnoch den Torle 
^yten Buchstaben 9 seine Potenz, oder seine Fiinctii 
^aber nur in denjenigen gut geordneten ComplexioiK 
»»in welchen sein .alphabetischer Nachfoi|[ 
^die nächste (also letzte) Stelle nach ihm eimumn 
»«Weil dadurch der Exponent der Potenz des kb^ti 
^»Buchstabens um eine Einheit vermehrt wird » so di^ 
»»dirt man durch den so vermehrten Exponenten.** 

3) Giebt eine Complexion zwey Derirationen ( 
so wird nach der aus ( i } sogleich die aas (2) gesed 

Exempel zur Erläuterung der Hegel t in Bezieka 
auf die beyden letzten Colonnen der Tafel [p.20»2] 

71. Um aus den gut geordneten Gliedern od 
Complexionen (63): 

+46(3y*.«+3y.*")+4r5-* 

AL aus dem reducirten Werthe von ■■ » deil 

nächstfolgenden von — zu deriviren. 

l) variire man die letzten Buchstaben dieser 61 
der, indem man statt ihrer die nächstfolgenden sei 
und beobachte gehörig die Potenzen« Das giebt : 

4e3.^ + 66M2y;»r + 2*.<') 
+ 46(37^^+37. 2*s)+4y3.a 

d) Diejenigen Complexionen des qbigen Ai 
drucks « wo man noch überdiefs die vorletzten Suchf 

muTs» (70^ 2) und: 
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und diese geben, durch eine aweyte Detivation » die. 
Cozhplexionen : 



2 ' ^ 3 ß 

welche, den übrigen vorher (in i) gefundenen, in ih- 
rer Ordnung beigefügt, den reducirten Werth von 

" — , d. 1. 

4e3.^+6e^(ar,i;+tt*.^4.a') 

lär9 teilen. tno.2g]. 

Ein Paar andere Beyspiele , die reducirten Werthci 

"on * *—*» — :^ — *—, jeden au3 dem unmittelbar 

I.2..7 1-2.. 8 * 

rorb ergehenden, abzuleiten [no. 29. p. 25]« tinig« hoch 

ia»sführlichei*e Anwendungen [ no. 31 — 33 ]< 

72. Hier (70^ 71) wird, wie bey combinätori- 
ichen Anordnungen, die alphabetische Ordnung der 
^licbsuben festgesetzt (vergleiche Note ^); die Buch- 
Itaben der einzelnen Glieder nach ihrer Folge zu schrei« 
^en (was ich gut geordnet nenne) anbefohlen; auch 
Buchsuben auftnerksam gemacht « die, wie zwey 
'chste im Alphabet , unmittelbar^ auf einander folgen« 
Ke let'/tei» oder vorletzten Buchsuben der Complcxid-' 
variirön, beifst nichts anders , als sie gegen dici 
chatfolgenden des Alphabets oder Zeigcid aus tau« 
ichen; und so ist die Vorschrift (71) aus den icdu- 

prten Gliedern oder Complexionett von die 

lö : ati deriviren, cotiibinatoriscli, iirnl 

1.2. .6 

«lit dem Verfahren im ersten Anhange (3* I) i^^^*» d^n 

Coroplexionen für ^D die füt ^^o.herfiuUiten«* %^\\^sx.\v^ 

•5 



h 
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auf die Ordnung , in welcher die C9mplexionen auf ein- 
ander folgen, im Wcsentliclicn iibereinstiranriend. Nur 
der Umstand, dafs Aubogasi mit den Litteralp roducteiij 
zugleich ihic. numerisch en Cocfiicicntcn bestimmt (fi/)! 
macht einige darauf sicli'be:^iehendc Ziifätze der liege! 
jiöthig, deren die einfachere corabinatorisclieDcdiiction 
nicht bedarf: wo diese Zahlen den lluchstaben - Com- 
plexionen hinterher, nach einer leichten Hegel, bcygc-j* 
fügt werden (67). 

■ 1 

73« Umgekehrt, aus den rediuürten^ gut g^orj- 
neten Gliedern von ■ ■ — , die^ von demtu: 

' D"-*. (P OC 

nächst vorhergehenden '• ■ — zu dcrivircn. 

° 1.2.. 7/ — I 









Dafür wird [no, 36, p. 31] folgende llcgel gf * 
geben; i 

I. .,Man werfe alle Complexionen weg» {raSA 
»^übergehe sie) deren lezte Buchslaben auf eine höh 
y,Potenz, als die erste, erhoben sind/< 

II. „In jeder Cornplexion, die auf einen ein&cbe 
^^Bucbstaben sich endigt» verlausche man diesen leiste 

^ 9,Buchstaben mit dem vorhergehenden im Alphabete." 

IIL ^,Wo sich ( aus II ) eine neue Potenz bil 
»,dividire man. das Glied durch den £xponenten 
5iFoten£. " 

Anm. Der dritte Theil der Regel geht Wos auf 
miipcrischen Coefficienten , die ich von den Liti 
producten abgesondert betrachte. Die übrigen bcy« 
Theile stimmen genau mit meiner combiiiatorischc 
Regel ("D aus « + '!) z.B. ^D aus '^D abzuleiten, 
6tev Anh. 3, III. überein). Andere Worte; eine ai 
re Ordnung der Sätze : der I n h a 1 1 aber der Regel, 
strengsten Sinne desWoiis, ÖLcxt^Wi^, 
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Abbog AST nennt ein solches Verfahren IDirivation 
iTWerfef hn Gegensatze mit jenem andern, Dirivätion 
directt (71}; daher auch seine DiriveM direcus et 
inverfcs. 



t . 



.( B } Derivat ive JJarstellung jedes verlangten Gliedes ^ 

ausser der Ordnung ^ von allen andern (vorherge* 

henden und folgenden^ unabhängig* 

74. Bisher (58-*- 73) ist gezeigt wotdeii, \^ie die 
Jolynomialgröfsen — - — - — » » (die Combina- 

tionsclassen m™+"-^*M, iii*" + *'M) einander so be- 
stimmen, dafs, wenn der reducirte gut geordnete W^h 
der einen gegeben ist* der der andern sich daraus de- 
^tviren lasse ; oder, in bestimmten Classen, wie 

aus «»A* 6"B, c^^C, ß^D* «"E, .., 
di<2 ft" + 'A, 6" + 'Bi c" + ^Ci b° + ^D f'^ + 'E,.., 

lind umgekehrt J überhailpt aus jeder gegebenen Classe 
ftti einer bestimmten Suniine, sich die gleichnamige 
tpiisse i&u der um i verschiedenen Summe ableitet laöse. 

Sucht man die Evolution der Glieder oder Coefii- 
Cienien der gegebenen Function hinter einander» 
Ifder will man aus einem gegebenen Coeßicieriten der 
raeihe^ den unmittelbar vorhergehenden oder folgendexi 
[Wstimmen, so sind die Regeln dafür (71, 73) iii der 
inwendung [no 31 — 39"! ganz bequeiti. Dennoch 
eine, von allen Vorhergehenden und folgenden Coef* 
iten ganz unabhängige , Darstellung eines verlang- 
£oefficienten immer vorzüglicher , und gleichsam 
letzte und hdchste Zweck , worauf die eombinato- 
^iische (und so auch die derivativ^ Analfsis für diesen 
id ähnliche Fälle hinarbeitet. 
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^5. In dem («+i)"" Goefficienten [no aaj 
'^ ^—.6« + . D. e»-' 



-J -—• — — : — + etc.+ 



I.2..If I.2..M I.2../I — 1 

i.a..»— ^a 1.2 ' ' i.a I.d..R — 

^ ^ I.A..» — I 

der derivativen Evoludonsformel CsS) ^^^ ^^*c Polg« 
der Polynomialgröfsen, 
vorwärts gelesen» 



e°; D.e«*-"; -— — — ; 



9 • • • 



I. ft i.a.3 i»a..»— I 

rückwärts gelesen, 

D»-».e D»-^e• D"-3;gj 

; -— ;■ ;...D.6P-';P 

1.2..« — 1 I.2..II — 2 I.2..W — y 

Die damit verbundenen, mit dem FunctionalzeichcÄ 

behafteten Groben j D04(, > : — , • . . . . 

1.2 1.2.3 

hängen von successiven ganz einfachen DifferentiatiOf 
nen ab. Liefsen sich nun die obigen PolynomialgrSlseiii 
oder die combinatorischen 

a"A, 6"B, c"C, b°D, . . . «"K 

vorwärts und rücliwärts eben so leicht successive voll 
einander deriviren, so könnte man, auf einem doppdi 
ten Wege , au jedem verlaugten Coefßcienten , aus^ 
der Ordnung, von vorhergehenden oder folgendöj 
Goefficienten' unabhängig, gelangen, Dies fuhrt aul 
folgende beyde Aufgaben: 

76. Ans den reducirten gut geordneten Glieden 
^^^ \ >> ' „ » *^^®» ^ ~rZ 1 «^ derivirea 

1.2. .» 1.2. .fl-f*! 

oder, in combinatorischen Ausdrücken : Aus den CoÄ 
von m» + °M (der m^«« CombinaUonscUfl« 




7 
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ir Summe m^n) die GompTexionen Ton , tu "^ t ^ M 
ier nächst vorhergehenden ( iw — i )*^ Classe tu der- 

slben Summe) bcyde für den Zeiger ( »•••j 

)zuleiten. 

Dafiür giebt Arboga6t.[ no. 43 J folgende AuflÖ- 
ing {Rk^ie): 

I. ,,Man dividire : den ganzen Ausdruck durch m, 
multiplicire jede Potenz von t durch ihren Exponen* 
ten und vermindere dieseq Exponenten um i ; nicht 
KU T^gessen, dafs in den Gliedern, die kein S enthaK 
tcn , dieser Exponent o ist.^* 

IL »»Nach dieser Vorbereitung mach^ man die 
Derivationen nach der. Regel [no. 30] oder hier (7l)# 

^,Einige Be;> spiele dazu [no.44] 

7*7. Die Vorbereitung in (76f I) geht gane 
ie numeTi$chen Coefftcienten der Litteralproducte oder 
achstabencomplexionen an, bis auf die Verordnung , 
m Exponenten von g um i zu vermindern, weichet 
einer Wegnahme eines g, oder 'dessen Absonderung 
irch einen verticalen Strich , entspricht« Nach dieser 
avbereitung, welcher meine Darstellimg nicht bedarf^ 
ird sogleich die combinatorische Regel [110.30]! oder 
er (71) in Ausr.bung gebracht; wodurch das ganze 
arfahren recht eigentlich combinatorisch wird. (Erster 
ihäng 5, IV ). Das wird noch deutlicher aus der Ar- 
tgaatischen Auflösung der folgenden Aufgabe»^ der um- « 
kehrten von dieser, erhellen. 
. 7$. Aus den reducirten gut geordneten Gliedern 

j^ ^ie f Üjr ju deriviren ; 

1er, in combinatorischen Ausdrücken: Aus den Com- 
exionen von nt" + "M (der in*«* Combinations- 
isse zur Summe m-f-n) die Complexionen von 

« + »al (der «ftchat folgenden (,m\\y^ CÄsa» 
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I 

SU derselben Summe) beyde für den Zeiger ( . ' J* / " / 
abzuleiten. 

A11EOGA8T giebt davon [no. 47 ] folgende Auflo« 
siuig (Rrplc). 

L „Man mache ziiförderst folgende Vopb er ei- > 
„tunc:: Man erhöhe den Exponenten jeder Fotens • 
^,von € um I , daher man die Glieder , die kein S ent- J 
gehalten , mit S multipliciren inufs ; und mache die wer * 
tfgen dieser Erhötiung nöthigc Veränderung dcrvon^fen "; 
5^Fotenzen von S herrührenden numerischen Cofffi- • 
„cienten , indem man durch jeden so um i vcrmekten ^ 
„Exponenten dividirt , und alle Glieder mit m-^i nuiI- -i 
„tiplicirt*^* ■] 

IL fi Auf die so vorbereiteten Glieder wende man ' 
„die Regel [no.36] hier' (73) an, so erhält man iBo ^ 

pn-f^gm + i '1 

„Glieder von , die 6 enthalten/' 

1.3 .M — I 

III. 9fUm die Glieder zu haben p in denen 6 nickt 
t»vorkommt, vertausche man » in denjenigen der ebcA 
5^erhaltcnen Glieder, wo nur die erste Potenz von t 
„vorkommt» € mit y, und dividire durch die Exponen- 
„ten der neuen Potenzen die sich bilden; darauf wendiri^' 
„man wieder die Regel [no. 36] an, so erhält man aUi ■ 
„Glieder , worinn y , aber kein ^, vorkommt^ 

IV. „In denjenigen der eben (nach III) erhal 
„neu Glieder, worinn nur die erste Potenz von «y 
„kommt, vertausche man y mit i» und wende voi 
neuem die Regel [no.jS] an." 

V. „So fährt man fort, bis man Glieder erhalten 
„wiirde, worinn der letzte Buchstabe ein früherer in d« 
„alphabetischen Ordnung seyn würd^^ als die yoihch 
jtgchenden des Gliedes. 

tpei dazu C^^^^47^^^49l:« ' 



i / 
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79. Hier einige diese JR.<^gcl beirrende Bemer- 
Iknngen : 

[ Der Vortrag derselben sowohl , als die daraus fol- 
Igende Entwickelung der Glieder« zeigen , mit Ausnahm 
tme dessen,- was sich^blos auf dli$ Arbo^astischc Miter- 
^Iialtnng der numerischen Cocfiicienten bezieht, (die 
»ich den Complexioncn erst hinterher beyfüge) eine 
rein- combinatorische Anordnung in aller 
' Form. 

Die alphabetische Ordnung der Buchstaben 
"von 6 an,, in Rezithnng auf ihre respectiven Zahlen- 
"verthe von i an ^), dient dabey als Grundlage für die 
daraus ziusannuenzuseLzcii den Glieder. Zuerst werden 
-die mit 6 anfangenden (zur Ordnung ^ gehörigen) Coni- 
^Icxionen, .durch Erhöhung des Exponenten von § um i, 
^durch Vorschreibung eines € vor die gegebenen 
Complexioncn) und Anwendung der Regel (73^ auf- 
geführt (78» I» II); daraus werden durch Um tauschiuig 
von S mit y, luid weitere Anwendung jener Regel, die 
.•Hut y anfangenden (die Ordnung y ausmachenden) 
C^xpplexionen gefolgert (789 HI); und daraus weiter, 
4urch Umtauschung von y mit^, und erneuerte An- 
wendung jener Regel, die mit i anfangenden (zur Ord- 
^ung^ gehörigen) Complexioneu (78» IV); u. s. w. 
i>die folgenden Ordnungen s, ^, 9;. . so lange das Um- 
^tauschen der Anfangsbuchstaben und die Anwendung 
j^er Regel fiir die Endbuchstaben, statt findet; so lange 
liimlicfa durch Anwendung beyder Verfahren gül ge- 
ordnete Complexioncn (72) daraus folgen. 

x) It est necessaire, de faire observer aux coefficiens («, jB, •/# S . /.) 
lief puissances x° , «*, x^, x3«.. un certaiu ordre, par exempte, 
Vordre alphahetiquef fu de tes mtfrquer par des indices; il 
:,§ti.apantageux t que te nomhre qu» 0xprime V indice sott U meme 
f^tf Fexposant de ta puissanee de x a la quelle le coefficient appat^ 
'ikMt; also a für «, und i, 2, 3* 4 . • . für p> y» ^« <^ ^^ ^ 
mpecisH [boi.^. p^^m?}» Man yovgUithe die l^oto t% 
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Jedes einzelne Glied, dessen Anfangsbuchstabe dnreh ^: 
Veriansckung gegen den nächstfolgenden des Alphabeit • 
in seinem Zahlenwerthe um i erhöhet wird, wird in sei-.s 
nera Endbuchsuben^ durch Anwendung der Kegel (7.?), • 
nach welcher man den nächst vorher gellenden daf-irg 
setzt, um eben so viel erniedrigt. Dadurch wird also| 
den Complexionen immer dieselbe Sunimp erlialteo;. 
und da die Erhöhung 4urch Tausch nur die' Atifangs- : 
buchstaben betrift, die keine höhere als die erstePoten« , 
haben, (78, III, IV) und mit Ver ndentng.der End- ^ 
buchstaben (3) nur so lange fortgefahren wird, ili, ^ 
nt>cb gleiche oder spätere Buchstaben auf frühere fol- 
gen: so Kann auch keine Complexion entsteheni die '; 
nicht gut geordnet wäre (7g, V). Und so werden denn -. 
durch die Auflösung (78) lauter gut geordn^ete Com- a 
plexionen und Classen gefolgert, deren Glieder süint .. 
lieh zu derselben Summe gehören, und v\ie wachsend^ .. 
Zcihlen (arithmographisch) fortgehen. / ^ 

Hier ist also wieder die derivative Auflösung (78)! 
mit der comhinatorischen (Erster Anhang 5« lU) voll- 4 
kommen übereinstimmend und identisch^ M^n ver-^ 
gleiche die Anmerkung a« a O, des Anhangs, l 

80, Diesem widerspricht nicht , wasARBDCASTf: 
(Prefn p. V) sagt : „ Te rCaifaiii ancun usage des ConAtL 
naUon.s. ** Er hat näralieh be^ seinen Untersuch ungeir^: 
keine Combinationen zum Grunde gelegt; istmchtvoa 
Combinationen ausgegangen; bat nichts von ^der dafiifi; 
eingefTibrten Sprache gebraucht; seine successivenDeri*! 
vationen haben ihn auf die ganz einfachen Regeln für di« 
endlichen Deueloppemefis riduits geleitet — ^/ Da& 
aber gleichwohl eben diese Regeln , welche die GoiB' 
pIe3(ionen sogleich vollkommen reducirt, in der sii» 
pelsten Gestalt, und gut geordnet, darstellen; dafs dieii 
10 unentbehrlichen Regeln, die sich nicht weiter abkö^^ 
zen lassen, sowohl dem Inhalte als der^Ausfufarnng 

nach, ganz combiuatoriich undvmit dem ^^ 
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.annten genau überein^timmencl sind, ist 
ewifs ; und so erhellet , dafs die anfänglichen 
keilen des derivativen Verfahrens sich rndlich 
i&torische Regein auflösen , und dadurch sich 
heben und in der Kurse abthun lassen. Man 
ie Hegeln nicht etwa zu den Berührung s* 

^rechnen, von denen in der Vorrede [p.V,] 
wurd ; ^ dafs die Derivationsmethode mit det 

Krischen einige solche Functe gemein habe; 
betreffen gerade zu die Haupt^sache, von 

■Ue Rede ist: ..»die promte ganz einfache £nt- 

BSg und Darstellung der Coef&cienten der de» ' 

T3 .Evolutionsformel/» 

£s giebt allerdings einige gemeinschaftliche 
^spuncte beyder Methoden: die festgesetzte 
fcche oder numerische Anordhung der Buch- 
b.^i Zahlen; die Beziehung der Exponenten der 

Gröfsen auf die Coefiicienten der Glieder , in 
5 vorkommen ( 2a und die dortige Note); das 
^n auf Buchstaben in den Goraplexionen , die 
^ nächste im Alphabet, unmittelbar auf einan- 
&i ; das Austauschen ,der Anfangs - oder £nd- 
»«n 9 zuweilen auch der vorletzten , gegen die 
t folgenden oder vorhergehenden im Alpha- 
^ ^9). Da aber aus dieser gemeinschaftlichen 
Atzung 9 durch das fortgesetzte' derivative Ver- 
ftm Ende keine andern als die obigen schdn vor- 
rannten combinatorischen Regeln abgeleitet wer- 
D' erhellet daraus der wichtige Einflufs der Com« 
nen auf die Analysis überhaupt 9 und insbeson« 
er Vorzug der combinatSrischen Evolutionsfor- 
I9 ) f welche die gesuchten Glieder directe und 
sbluter Leichtigkeit finden lehrt; da hingegen 
rivative Formel (53) erst durch" Umwege dahin 
U Das wird zugleich die Darstellung combina- 
er Anordnungen und Derivationtn m .teiix«9ci 
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Anhange rechtfertigen. Ihreljnentbehrlichkeit bey d 
Gebrauche der Evolutionsfornieln , macht eine näh 
Bekanntschaft mit derselben» in ihrer urdpiünglicl 
ganz einfachen Gestalt « nothwcndig und für mehr 
Leser wiinschenswerth 9 denen es augenehm seyn wi 
das Wenige, was hier aur Vergleichung nöthig ist, ( 
arithmograp hische Form derselben) imßuc 
gelbst zu finden^ Auswärtige der deutschen Sprac 
unkundige Liebhaber, werden i^ber diese und andi 
Combinatorische Regeln und Formeln , mit deren ga 
kurzen Beweisen , in Vfaff^ s Disquisitionibus an 
lydcis ( Tract.IJL p. 260 — 333) ausführliche Bclel 
rung finden. 

82, Noch einen bedeutenden Vorzug behanpt< 
diese Regein in ihrem combinatorisch-involutoriscb« 
Gewände, dafs.sie, so wie die Einsicht in ihreGrüud 

. 80 leicht sind , dafs einmal ein verdienter Analyst sog 
behauptete, man könne sie, ohne alle Anweisung, g 

' trost dem gesunden IVJenschenverstande überlassei 
jeder, der ihrer nöthig hätte, werde sie leicht find( 
und gebrauchen. In der That ist auch die (bcsondc 
rein-) combinatorische Form diejenige^ die in Absic 
auf Zusammensetzung imd Entwickelung der Eleme 
|;e, allen andern an Simplici tat weit vorgeht; welch 
vornehmlich, oder vifdmehr ganz allein, auf dem Di 
Stande beruht, dafs in der Combinationslehre gleich: 
Anfange, ausser jenen Berührungspuncten (81), » 
Begriffe von ,, — Complexionen zu bestimmten Sui 
,,men ; von gut geordneten Complexionen , Ordnung 
„imd Classen, wo die Glieder arithmographisch oc 
^ylexikographisch fortgehen, und was das für einen E: 
^yflufs auf die Veränderung der Buchstaben in den ci 
9,zelnen Stellen habe ; von combinatorischen Dependi 
5,zen und den daher rührenden Involutionen und E^ 
5,lutioncn *« -t- aufgeführt und festgesetzt werden. Qi 

iie^ers verhält ea sich mit dex derivativen Abldtii 
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60 eben vorgetragenen Regeln für die sowohl ab- 

ängigie als unabhängige Evolution der Polynomialgrös- 

die, weil sid im Gnmde combinatorischer Art sind, 

* 

ne ' combinatorische Begriffe dabey anzubringen, auch 
t in der Kürze sich abthun und rechtfertigen las- 
*n. y) 



mm 



SECHSTER ABSCHNITT. 

liU combinatorische Mvolution der Polynomialgröfsen^ 
auf dem directen fVege ist leicht er 9 als dU derivati- 
ve Deduction derselben durch Substitutionen. IVas 
. jin-BOOAST^if veroidajset'kaben könne^ das Gegen- 
theil zu behauptenm Zioiöfache combinatorische 

Ansic^it der derivativen Function «Kramp's 

•^ i.a..ii 

. combinatorisehe Integrale oder jdggregate. Ro- 

TH£N*s y ersuch isiner Tkeorie soldher Integrale. 



K?? ^ach dem so eben Beygebrachten mufs es noth- 
i^endig befremden 9 wenn in [no.5;s3 behauptet wird ; 

^le Poljrnomialgrbrsen /S"; d,6""*; ■ ; etc. 

(ueinef a^A» 6°B, ^^C» etc. n"N) liefsen sich auch 
V^ombinatoris'^h ausführen , ^^quöique d* une fa^on 
^oins j-aeile ei moins analytique. Über das 

,^ y) Giioi^iff te$ rigtes de la methode 'shnplifiie soient tfis facilis, 

fQuatyse qni y mene peut ptroitre nn peu lofignt, Outre que fai 

me *lfyno\ien cT ahreger cette unalyse , f obseirverai que f 0ppaif§nce 

iofiguenr en düit eire imptUde eu gmnde pavtie au soin que fai pris 

m tottt dimontrer et de ne rien pmsser de ce qui fk'a paru prop/e 

jkripoHdre quilque Utmiere^ Qolc.dts Deriv, Pr6f, p. xr* Alt Bey« 

ypiela will ^ch liier blos jiBfabreii» wus über di9 Devetoppemen} 

Jt^ftessivei nnd ihre RechtfmigMng [p. Ig H 25]; ingUicli^VL 

Rlp- J9 — 4» 3 ft^«» Ä* R^IS^ C np. 47 i b#yfübt%c\it "w wAtiWj., 



\ 
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moins analytique in der Folge; zufördersf noch etwi 
die Beschuldigung des moitufacile betreftend. 

84. Wer noch zweifeln Könnte, dafs die Pof;fi)4 
xnialgTöfsen neit unübertrefflicher Leichtigkeit combia 
torisch sich coustruiren und ausführen lassen , und da 
die derivativen endlichen Darstellungen derselben (dj 
JD^eL pffcmeiu reduits^ keine andern, als combinato 
Tische , sind : der diirfte nur den ersten Anhang zu die 
«er Abhandlung mit Aufmerksamkeit im Zusammenhiii' 
ge lesen , um sich vollkommen davon zu überseugea. 
Auch ist'wphl voritzt die grofse Simplicität deroombi« 
natorischen Operationen allgemein anerkannt, und man 
giebt ohne Schwierigkeit zu, dafs sie leichter sind, als 
die arithmetischen; dafs Buchstaben sich leichte per- 
nmtiren, combiiiiren, variiren, als Zahlen sich addi- 
ren, sublrahiren, multipliciren oder dividiren lassen* 



^. 



85. Wenn gleichwohl am a. O. [no.5i] behanp? 
tet wird , die combina torische Anordnung und Dar8tel*1 
lung der Foljnomialgröfsen sey weniger leicht, ab. 
die derivative . so läfst sich die Veranlassiuig zu eineia 
' solchen Ausspruche aus Folgendem begreiflich mächeiL' 
Ahbooast sagt (^Pref. ;/• f-), um die Zeit, da er seinem 
Untersuchungen angefangen habe, wären ihm meinil 
Bezeichnungen und Verfahren wenig oder gar nicht; 
bekannt oder geläufig (familUres} gewesen; meiiM 
Schriften habe er blos dem Titel nach gekannt; er habft 
seine eigenen Ideen verfolgt ; und so ist es wohl mög- 
lich, dafs ihm nur meine ersten frühem Verfahreii 
nicht aber die spätem weityollkonmiinem und mannicb' 
£altigem • rein-combinatoriachen Darstelli 
bekannt geworden sind. Ein Beleg zu dieser Conj 
•pheint zu se3m » dafs in dem ausführlichen Arbogasü- 
echen Werke , nur meiner ersten, vor mehr als %wj 
Iren Cl779) heraus gegebenen, noch sehr unvoi 
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mmenen combinatorischen Schrift ') Erwähnung ge- • 
lieht; die spätem aber» und in'Ab9icht auf die ver- 
sserte Methode und ihre weitere Anwen«]ung, viel 
irziiglichem oe)|, ganz mit Stillschweigen übergangen 
irden« 

- g6* Eine Bestätigung jenes Arbogastischeif^ Ans- 
:uchs (83) scheint selbs.t in der von ihm [»o.^2f 53] 
Fgeführten Beschreibung des combinatorischen dop- 

Iten Ausdrucks für die Polynomialeröfse ► 

thalten zu seyn. Ich will die ganze Stelle wönlich 
n anführen : . 

1. Der Ausdruck bedeutet den CoefHclen- 

1.2*. M 

les (w+ i)ten Gliedes der zu cntwickehiden Potenz m 

les Polynoms 6 4* V *' + '*' + *•*'' + ^^^' 

„Wenn m eine ganze positive Zahl , so ist durch 
lie Theorie der Conibinationen erweisb'ch : 

l) c^afs dieser nämliche Coefiicient aus der Summe 
Her Producta besteht, die durch ' 

ßP. y^. i'. •". . . . 
ich können darstellen lassen, wo p , q^ r, x. .. ganze 
»ositive Zahlen oder Null »und so be^chaQien sind^ daft 

p ^ q ^ r '\' s etc. =r m, 

9 4'2r+3J+ etc. = 71; 
3) ,,dafs jedes dieser Producte zum numerischen 
refEcienten hat. 



b) JbißnUinomi Dignitatum — - füfiorh» teges ac formulaei AUt 
üeh« bald darauf (1781} die primae liiUAe ntni Ofttematis Perm, 
^. H Vwiat. fplgtoi. 

«^ NaipentUch di« Ton mir horant ga^besen Hafte 
>t^ nathemacitohaii Arcjiirs, und die beyden 
k^snlnagan. combinatoxisoh • axiaLyti%^l\«x k\^- 
(iidlua^asi. 
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j^oder I welches auf eins hinaus läuft» 

l.ß..<7X i*fi"''X i««-"^X ••• ^ 

» 

„Nimmt maii nun, (wie Eulk^^ mehrmals gethaq 
„hat) y^als Zeichen der Vereinigung mehrerer Gliede^ 
„yOiler Froducte mit einander» sq kann man den CoefiSJ 
^ycienten von jc" in der j»**** Potenz des ohigen PoljT* 
»»noniSi, durch 

—^^ — ^ ■ ^ . gP.yliT.i^..- 

• 1.2. .yX l.a..rx !•-•■ JX-^* 

,.ausdrüc}ien ; mid so ist denn 



I.2..7i 



/ 



^nCm-^l) (m — 3),.. (^4-^) 
1 .2..VX l.2..rx 1.2..JX •• 






■ür p^^q•^,r-\'S'^' etc. = m 



^ 



und 47 + 5r + 3'^+ etc. = « ; I" 

)»das ist die Relation » die wir hier nachweisen wollteif 

il. „Eine andere Art» jene dcrivatii-e Polynoimih^ 
«»grölde combinatorisch darzustellen» ist folgende f 

„Nimmt man frir die Buchstaben £» y^ '» *» • 
„die respecLiven Zeiger -Zahlen i» :;, 3 » 4 • • . od< 
»»drückt man jene Buchstaben durch a, » oe^ § «3» ««-«J^ 

aus: so deutet die Summe aller Producta 

I. 3..» 

^, jedes zu m Buchstaben (wobey auch Wiederholung^ 
»»derselben Buchstaben verstattet sind), die sich v< 
»»schiedentlich dergestalt zusammen setzen lassen » 
y»in jedem Prodncte die Summe der Zeigerzahlen 
»»allen Buchstaben» gleich m-^-n^ wo noch jedem 
f»chen Producte der numerische Coefficieiit» oder 
bejaufugen ist , welche die Menge der Vtcoci 
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siingen ausdrückt » deren die Buchstaben des Producta 
; mit Rücksicht auf ilire Wiederholungen , wo derglti- 
:heii vorkommen) fähig sind. 

• I 

. „Durch Bey hülfe dieser Zeigerzahlen l^fst sich da« 
auffinden solcher Producte auf folgende, die Partition 
Jer Zahlen betreffende, Frage zurück führen'; £a ist 
die ganze Zahl m-^-n gegeben, man soll alle.verachie«^ 
Jene Alten nachweisen, wie sich diese Zahl durch 
Addition von m kleinem ganzen^ Zahlen, mit Wieder« 
holungen, zusammen setzen lasse* 

m(m — i)(m — a)...fü+i) 
IIL „Weil ' ■ für 

das Prodüct ßP. y^. rf*". s^ • . . die Menge der 
Buchstabenversetzungen angiebt: so kann man da* 
durch die numeriscl^cn Coefficienten öderVersetzungs- 

iiahlen für jedes Glied derrolynomialgröfsen '■ ; 

-; etc. verificiren. So z.B. w8- 



1.2 1.2.3 

re , für g' y^ J * die Summe der Exponenten 

6.5.4 
j-J-a-J-ir=:6 ~ 772, folglich -— 1=: ßp , die zti- 

1*2 ^^ I 

gehörige Versetzungszahl." So weit die. Arbogasti- 
fae hierher gehörige Stelle. 

g7. Die doppelte combinatorischc Ansicht für 

— ist hier (g6, I, II) sehr wahr und bündig dar- 

2 , .72 

•teilt ; aber eben diese Darstellung scheint auch jenen 
itapruch ; „ moins J-acile " f lir Leser wenigstens, 
e mit der Combinationslehre nicht bekannt genug 
pAf zu bestätigen — wenn nicht zugleich ■ die An* 
iuendung combinatorischer Formeln und Verfahren (auf 
^imd II ) nachgewiesen , vornehmlich aber nicht, dent- 
|rii geeeigt wird , wie die Bedingungsgleicliun^cxi i\)x 



r 



N" 
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. * . . *■ ■ 

]ft und n ( in I ) combinatorisch sich behandeln 1 
und wie leicht Ihre combinatorische Auflösung sey 
das Verfahren dafür auf dem gewöhnlichen Weg< 
allerdings zu verdrüfilichen Weitlauftigkeiten. ( 
S. 129» 120). 

gg. Am leichtesten läfst .sich der (in 86» Hl 

lieh angeffebene Werth von ^ in einer 1 

nätorischeu Formel darstellen , wenn man nur 
Begtiffe \on Combinationen hat. 

Die Darstelhmg aller Pfoducte ♦ jedes zu m ( 
wiederholten) Buchstaben , zur Soninie m-f-r/ 
welche Producte die möglichen Vereetzungen , 
wirklich gemacht 9 sondern nur durch eine vorg« 
Zahl, die ihre Menge ausdriickt;^ angegeben \t 
sollen« deutet offenbar auf die m^^ Combinations 
M » mit Wiederholungen» zur Summe m 4- n^ mit 1 
fügtem Folynomialcoefficienten^ oder der Versets 
2thl tit ; , auf die Formel also , 

— '• =: tn "* + " M 



D.e = I v! 
D*.e=: 1.2* 



(6 Y i s . • , V 
I a 3 4 • • y 



wie sie bereits (63) ist aufgeführt worden. 

89. Dieser Ausdruck durch m^M» m und n, 
bejgefügtemZ^er, ist durchaus in meiner coml 
Tischen Zeichnung. Jener andere gleichviel bed< 
de hingegen (8^» I am Ende) mit den beyden J 
gungsgleichungen 9 ist/der äussern Form nach» 
Ton dexa meinigen» weniger aber von der gew 

jügcbraischen Sprache , verschieden. Solche 
[ JDarsteUuAgea hat sich aeuerlich Prb£ II 
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lehr. scharfsinnig bedient ß), und ihnen dieBehennung 
eombina^orischer Integrale öder Aggregate 
gegeben. 

90. Was nun jenen Werth für * »- (86,1 am 

Ende) anbetrift/so fällt in die Augen, dafs hier alles 
luf der Auflösung und Genügeleistung der beiden Glei- 
chling^n iixt tq und n beruht , und dafs man sich dabei 
Dih cömbina torische Hülfe limseheix mufs\ wenn mad 
nicht m Weitläuftigkeit gerathen will ; wie auch Frofes^ 
lor KiAfiPgethan, der durch seine combinätorischen 
btegrale und ^alur angewandten Hülüssätce viel gelel« 
itet bat. . 

«'Bey der kurzen Übersicht des Wenigen, was eigeiit« 
Ich. hiebet gehört, will ich das von Arboghst a« a O4 
mfgeführte Potenzen Product, auch hier bejbehalten^ 

'■ 91» Bey jedem Froducte von* Potenzen , mit bey« 
Ltschriebehen Zeiger- oder Stellen -Zahlen 

1 ö 34 5 * • • - 

issen sieh drey Dinge deutlich unterscheiden , tiftd 
heils einzeln, theils. verschiedentlich mit Einander ver< 
nfliden , in Betrachtung ziehen i 

Die Exponentexi p q t s t * . . 4 
die Buchstaben Ct'«.^-««« 
die Zahlen I 2 3 4 5 < . . < 

.Für dieBestirarauiig der >;< ^y r, j... von weichet 
Icr eigentlich die Rede ist, will ich drey Falle auffiih- 
ni» dlci si6h als so viel verschiedene Aufgaben b^trach- 
^' lassen« 

lUL d§M Brffi 4tti^..üuip. III» Die Benennong eömbina» 
fixi^h^ lDt«gXAl« (SmI.II. S. 353« 3^3) eottibiti«« 
%rlftehf Aggt4>f at# (Ämd*J^B^. fUh »^Vi> 



A58 ^* H[HOEHBUKO, DSIt D£&IVATX01lt • CaLCUL 

j 

9a. Es ist gegeben : . ' ' i 

I) ;;-fy + r+j+t + etc.r:iH, .: 

die Summe der Exponenten p^q^r^s^t*... der] 
Buchstaben t^ f y i* t^ ^ . . ^ . ^ ohne Rücluicht 
auf die Zahlen l» 2» 3 » 4» 5 . . • ; 

. oder 2) lA' + 8^+ S'" + 4'+ 5^+ctc=ii, 

■I 
die Summe der Vielfachen dieser Exponenten jener j 

Buchstaben, iü Riicksicht auf die Zahlen l»29 3»4i5...J( 
oder 3) p 4. ^ ^ r + j 4. ^ + etc. = m, !: 

die Summe der Exponenten und ihrer VielfachiOi, iiad '^ 
(l und 2): j 

Man soll die möglieben Auflösungen, d. L die lu»! 
sammen gehörigen Werthe der ^, ^, r,j, ^.., aii*| 
geben , die diesen Gleichungen Geniige thun. Jede 3er 1 
Gröfsen ;;f ^% r, j-, t • • • kann eine ganze positiv«^ 
Zahl 9 oder auch b* seyn. 

93. Hier sind zwar die Gleichungen (l, 2, 3 i> 

93)» als Bedingungsgleichungen, von d< 

gp yi ^ «^ <^ . . r 
Producte ^ , ^ ^ . ^ ^ ^ ^ abgeleitet ; man sieht alier/ 

ein, dafs diese (ileichungen als unbestimmte, auch 
sich betrachtet werden Können, und dafs ihre fcw 
hung auf ein solches Prodnct keinesweges nothwen< 
wohl aber in anderer Rücksicht nützlich und bn 
bar ist. 

Erster Fall (92»!) 

94. Aufgabe. Für die unbestimmte Glelchnng 

;t; + y + r+j- + /^+etc. = m 

die möglichen zusammen gehörigen Zahlenwerthe ' 
pi ^f rf s^t • . . anzugeben. 

Auflösung I Die Anzahl oder Menge der j9, (1 
. sej T> so fordert die Aufgabe, dieSi 
ihlen» aber kelTieiv andern als c*i»a»3»4... 
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le mögliche Art«n zusammen •asn setzen; u^id so 
dend die Aufgabe vpnder ir^^'^Variati^nsclai* 
, zur Sümme^ 0}^ für den Zeiger Of' 1» 2» 3 • • . mp 

m J2 

on ^ , ^ ^ ab , die sich durch eine leichte In- 
3n ergiebt..(Zweyt. Anh.}. 

^ — -g4 9S* Exempel. Für »1=4 

13 «3 y "^"^ ^' ^* ^ ^^^ ^=3) wäre 

f ^ alsp die dritte Variationsclasse. 

^ \^ C, zur Summe 4, nxit Wiederho- 

' ^ '^ 1ungen,furdenZeigero,i,2,3,4, 

^3 ^, . .. das ist , \ tn construl- 

21 e*y*d» '^^"^ ' 

3 ^ ^ Von den beyden combinato- 

* tischen Anordnungen, hier zur 

1 1 6^. ?* rf* Seite, enthält die erste oder die 
ZO ?*rf* Zahleninvolntion zur Summe 4, 
Ol ^' ^^ die lexikographisch geordneten 
10 y' '^ VaTiation8Comple;Kiouen , .deren 
a o ^^ einzelne Zahlen die zusammen- 
Y € gehörigen \yertlic der über' 
iebenen Exponenten pt q, r, d«u oie Expo» 
n dey untergeschriebenen g, y, ^, bestim«" 

Bejder Verbindung giebt die zweite DarsteU 
wie sie hier unter gP yi i' steht. Die Zahlen 
ersten sind varijirt, die Buchstaben in derzwej« 
ios comb in irtf, auch 9ind die Buchstabencom« 
»neu einzeln gut geordnist, aber nicht in ih«, 
«*olge> wie sie es seyn würden, wenn man der 
ncolonpe dieBuchstabf^ StY, ^ in dieser Ord- 
unterschreiben, iihd die daher entstehenden xiuQh- 
ficonsplexionen von untfji herauf J^envroÜXft« 
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98. Auflösung IL Man beziehe die p^ 9» r,i..j; 
auf die S9 yt if a , . • (92)1 so läfst sich beyder Ver- 
bindung durch folgende Formel ausdrücken: > 

wo der Ausdruck Unker Hand des Gleicheitszäcliaii 
das combinatorische Integral, mit der Bedi» 
gungsgleichung ; der Ausdruck rechter Hand, dism**; 
Classe der Combinationen an sich (^simfUd'i^ 
ter)« mit Wiederholungen» für die Elemente 6»ri''<**« \ 
atideutet, deren Entwickelung diie Zahlenwerthe der 1|, 
p^ ^i r^ s , . » in den einzelnen ComplexioBCB so.-? 
gleich aufführt. - I 

Die Richtigkeit der Formel erhellt daraus , wdl 
§9 y^ i^ B* . . . fiir /;-f.^ + r-J-i.., — w, dasallg^1 
meine Glied der m*^^ Classe» 'M, der Combiaap;^ 
tionen überhaupt, darstellt; so, dafs jede aus 
Buchstaben des Zeigers gegebene, Combinations 
plexion , durch gehörige Bestimmimg der p» q^ rtS** 
sich daraus ableiten läfst. 

Für das Exempel (95). wo mrr4rr;;-f-y+i 
w"re 'M = 'D • . Die involutorischen Compl 

xionen für diese Classe stehen (Sml. I. S. 174. /9); 
darf nur, von den dortigen aaaa an bis taiit ecti 
überall sUtt a^ bf c hier S, r, i aeuen. 



97. Exempel 9« Für'p-|-^4"'' + ^ — ilf 
liehen zusammen gehörigen Werthe der p^ q^ r% 
sowohl an sich als in Beziehung auf die C» 7, d^, • 
zugeben. 

Hier ist' T =1=4 und 171=3/ also 

«-D tmd/[ffPy^*'a«] 33 'JB 
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iihrt auf nachstehende Intrplutionen ; 
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ihlen in der ersten Colonne» u'Qtc^ p9 q^ r», 1 
her 6, y«^ ^y g Bind« im erste» Falle- i^esusam- 
ehörigen Werthc fiir Aiep^ ^» r, j; im andern 
die Potenzexponenten für die St y» 'f s («we^« 
l dritte Coloni^c ), Die vierte Coloiine stellt die 
^ordneten Compl^xldneii der Involution 'B 

SmI I. S. ly^ßi nur Ct 7> ^t f statt d^r dorti- 
ii C9 d geseta^t. 

U Für '31 =6»4.e"^»'i^+P»-^'jB4>etc.+8°*iKr 
(e,y,*,s..) (y, ef, s, ^1. ly • . .) 

• S. fii^, g4) lassen sich die Classen *A^-Bf'C.f!Mf 
v^on einander ableiten (a. a. Ö. S174» «}• Diese 
m , obschon nicht in dieseh Zeichen » hat schon 
iRKouLU (Ppp^ T. IL p. ^^^ — ' 996) benutzt, die 
für (a-j-i-}-r-f- etc.)" au fii]deD.^.^Auch hier 
1 (für die dortigen -a» i» c, i2 . • • statt der 
^ f» y» *» s.«.) Littferalprodticte ifib^c^d^*.** 
iren ^Versetzungszahlen getrennt und besonders 
Ltet^ auch wird dabey die Bedingungsgleiohung 
'hr4**^"h^^* — "^ au%eführt. 



*> 
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Zweiter Fall [93» s) 
99. Aufgabe. Für die ■ imbestimmte Gleicbung 

If^ + »9 + 5r + 4^ + etc. = n 
clie möglichen zusammen gehörigen Zahlenwertbe 
Pi^*r^s.^. anzugeben. ' , ', ' 

Auflösung. Die Beziehung der pt qt r^s . 
auf £9 yi i» ^ •'• • giebt das combihatarische bUH 

^ *• 2» 3f 4 • • • ^ 

nachdem mtn die Complexiohen a r i t h m o g r a f bis 
oder lexikographiach entwickeln \^il]. ,(Sitt] 

183 ). 

Be^atoiely fw nz=7 oder ^1* (SainmLI.S.2 

«md biet die Involution ß^ \ß^ etc. [Zweyter Ai 
das dortige nZZJ gesem}». 

I » j 4 s < 7 " 
p q r s t u V 

ff? 7 o p o o o o 

g'Jy* 5 I o p 00 o 

i^i^ 40 I o o o o 

C^y* 3 dooo o ö 

&B^ S o 010 o o 

e*r'^ a II 50 00 

C^^ a o o I o o 

e»y3 j 3 o O* O 00 

giygi 2 1.0 I o a o 

S'i* I p 3 o o o o 

^^tl^ I 00 00 10 

y^rf* o a 1000 Q 

y'^' o' I p. o 1 o o 

. rf's* 00 I I 0,0 o 

S^ o o o o o o I 



Ml* 



V * » <^ ^ * 

3 ^ ^ S ^ 1 
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Die Biichstaliencomplexionen in der ersten Colonnc 
md lexikographisch geordnet gerade so» wie sie kommen 
riirden, wenn man in der allgemeinen Formel (a.a.O.) 
:=7 setzte; wo also /S*^ 4 d. L S^tfl^l 4ie letste 
ijn wnrde. 

Für die arithmographische Folge vor» und rück* 
Mrts, ist (SmLI. S.200) 

— |«G + ?»F + nE + ''D + fC + "B + »A/ 

ie*Cl9^sen rückwärts, aber ihre Complesdonen tror- 
i^ gelesen , geben das Krampische Zahlentäfelcheti 
ImLlL 5.356) f'<T die dortigen ßf ff i»-.* Sf von 
tm hüesigen (in der zweiten Colonne) blos in der 
rdnna^ etwas verschieden. Main vergleiche die 
i, °B . . • "G ( Inßjt. Dign. p. 167) statt der dortigen 
ßy y • 9 • hier ß, y, t * . • gesetzt. 

ioo. Im Zahlentäfelchen (99} Sind die Zahlen 
tischen S, r, ' . . • 4 und p, ^* r • • • 9 die EyL* 
»nenten der erstem und zugleich die Werihe der letz- 
m: auch kommen die SteUenzahlen h, 9» 3 ... 7 
Qter €9 fs i • » • S9 mit den Viel£achea über 
t q, r .. . V überein. Die Exponenten der S»y,^^..^ 
it ihren Stellz^hlen mulüplicirt, geben also so viel, 
I die Werthe der /^^ 9. r • • • mit ihren Vielfachen; 
>rau8 die Bichtigkeit der Aufiörang (99) erhelle^ 

Eine Auflösung durch Variationscomplexionen* 
e im ersten Falle (94» 95 ) würde wegen der mehreren 
mmen Tf^it — i,» — 2... die man hier in Be« 
chtung zijoL ziehen hätte , in Wettläu£dgkeit führen, 
e gegebene, durch blöde Combinationscomplexio* 
Uf itt äusserst leicht und kurz. 

Dritter Fall (92. 3) 
xoi. Aufgabe; Für die unbestimmten Gleichungen 

P'+4^"i-'' + ' + ^ + ^^^ — "*, 
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die zusammen gehörigen, beiden Gleichmigen G 
leistenden^ Zahlenwertlie der Pf q* r^ 'S9 t» etc. an-] 
SDgeben. 

Auflösung. Die Beziehung der 77, ^» r» j, t.,, 

>iif S>y>^»S9^««. giebt das combinatoriscbe Ifr 
tcgrai 

/[ePy^ef^s»^,..] ■ := - "M j. 

i)as Integra} mit den Bedingungsgleichupgep taut ^ 
filso auf die m^^ Combinationsclasse für den uatagp^ -^ 
a<tztenZeigeF. Nämlich dicGleichmig für 7/, beiäomt c 
"^ (.99)^ Von^enCombin4tioQBclas9ei| "A» "B» "C... j 
flieser Involution kann aber, wegen der Gleichnag für u 
w, nur die m^« Classe, das ist "M zz statt fipden^ 

Bejspiel, Fürm— 6 undii::;=;io, w»re "M=*^ri ? 
»I99 4 fiir obigen Zeiger. ' 
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Die Summe» x) der Werthe det einaelnen ff» 17» r ; • % 
ist hier überall zz6i' fi) und ihrer Producte ijr» 9^» 
3 r . . • überall = lo. . Eben so das Krampische 2Ulfr 
lentäfelchen (Sml. I. S. iid> 

IC9« Wären (in 10 1) die BedingungsgleichungeH 
+ fl^ + r + »^ +• ©•^c« = ^ 
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{eben (gS^I) 80 darf man nur» nach dersweyicnGlei^^ 
mg, ^J oder ''«jp entwickieln, und für jedeCom^ 

ixlon der zusanunengeliörlgeii Werthe von p^ q, 
. . die Erginzung su m , als den Werth für p^ bin- 
letzen. 



Exempel; Fnr m = xo » n = 6» ii^re 
•J = ^F 4. <E + ^D 4. <^C -f *B + M. 
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tbej Kramp ( SmL IL 15.364 }t Über die combina« 
ische Behandlung dieser und anderer ähnlichen Au& 
«n (wid die in 93« X»2»3) vergleiche man Weik- 
iTMERS Lehrb. der combui, Analysis* II Th. S« 133 f. f. 

X03« So viel hiervon • blos um £U zeigen« welche 
eichterung die . Cömbinationalchre hier v^rsch^ft. 
ivcndungen solcher coiQbinatQrische^ Integral^ ge- 
en nicht hieher; viele und Vortreffliche hat Prof. 
kVF gegeben. Auch hat neuerUch Frpf. Rqthb eine 
eorie der combinatorischtn Integrale und ihrer An« 
idung vertucht^ Ihr Um&ng evttcedsiX tAi^ xüäX^ 
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.{ 



und was lüir davon von Zeit zn Zeit ist mitgetheik 
worden» verdient grofse Aufmerksamkeit. Was nio 
eicli davon zu versprechen habe , mag folgender Am- 
sug aus einem seiner neuesten Briefe aus Dresden dax^ 
legen. 

,Jch habe wieder (schreibt er mir unterm 15. Jin. 
IgQ3) sehr viel an den combinatorischen Integralen 
gearbeitet, und ihre Theorie um ein Merkliches er 
weitert. Je weiter ich darinn fortschreite, desto. j 
mehr überzeuge ich mich von ihrer Wichtigkdtnnf j 
Kraft. Durch sie ist es mir ganz neuerlich gdoogeiii j 
die in (»VI. meiner Dissertation (de Serierum R»* 
Versionen 1793) gegebene allgemeine Summitioii» 
durch Zerlegung der Formel in ihre/einfachstenj 
Bestand theile, ganz kurz zu erweisen. Allein ich; 
mufste vorher die Betrachtung einer ganz bsson*^ 
dem Art combinatorisscher Integralerer* , 
ausschicken. Ich habe viel Neues dadurch inkio-: 
zer Zeit gefunden , und ich halte sie für so wichtig 4 
als die Involutionen. Ich weifs es, ich sage ' 
viel, aber ich glaube, es beweisen zu können. Ichi 
werdesie auf das sogenannte £rhöh«ngsproblsiii 
anwenden , und ich hoffe , ' durbh sie in Stand gessttt' 
zu werden, dieses Problem (das aber immer nur ein. 
epecieller Fall oder Theil des weitläuftigen und viel-j 
umfassenden ' E 1 i m i n a 1 1 o n sp r o b 1 e m s ist) 
ständig auflösen zu können. Vorher will jch s1 
noch Haubers Aufsatz darüber (5ml. II. ca. A. Seii 
232, f.) durchgehen und damit vergleichen.^* 

„Sollte es nicht Zeit ^eyn, etwas darüber imdu 
^ den Algorithmus , dessen diese neu gefundenen 
binatorischen Intei^rale fiihig sind , bekannt y) ma 

y) Dss wArds schon feohsr» in einSte eignoi A 
in liym^mehtibMk s^yn, dsr imGsfolgs msbrerev, als dri! 
#tf jK^^^BP mmb« anaL Abhaadlang «na odbr 




UWO DIB COHSI1IATOKI8CHK AHALT9If« ' ^fif 

eben? Ith. bin gewifa überxengt, 'sie werden die 
Aufmerksamkeit der Analysten auf sich sieben.«* 

,,Zum Beweise, wie kurz durch sie gewisse JB.ela- 
tionen oder Lehrsätze ausgedrückt werden können» 
f:i^re ich nur die oben erwähnte Formel meiner Dis- 
sertation (j).V^) aiif. Es ist nSmlich das combink- 
torische Ihtegral 

Die Bedingungsgleichung ist hier «-t-S=n 

„Als Beyspiele von neuen Wahrheiten'» die ich 
durch meine combinatorischen Integrale gefunden ha- 
be, mögen folgende dienen, f) — Nut eins UUTst sich hier 
mittheilen: die Summation nämlich, der unendli- 
eben von Ffafp summirten Reibe (Arch. der Math. 
, 5tes Heft, S.73 $.12). Ffaff summirt nämlick 
die dortige Reihe auf der linken Seite des Glelcheits« 
Zeichens, vermittelst einer .andern, wo eine neue 
Scale Ü vorkonümt , deren allgemeine Depeujäenc 
vonderScale u durch dieFormel Uxnz:z:n.u%(n'\'ty 
ausgedrückt wird« Ich habe aber gefunden, dafs, wenn 
ft r, t willkührliche Scalen bedeuten, dana 

(r /) X 1 (jp«)» (n + + (r/»^ * « ö C«^/^"^) « « 

laytTige ämvt, srtcliisnen tsyn würdsn, wenn dsr so 
rofte Aufenthalt beym Druck, die Ausgab« nickt su lange 
arsögMt kute. 

)) Sie waren in einer Beylage aufgeführt • nnä würden 
j«r, theilt zu weitlinftig» theils» ohne beigefügte ErlSute-^ 
Bvptig» nicht ventfiadlich tefn. Nur eint daran kaasL iskk. 
ifisr aitthsilts, tmd oben im Tsitt« aaffthitw. ^ ^^ 



•« 



^3 V« HlHDSNteKG, DXR DeXIVATJOHS CaLCOX» 

' welche Sumxnaüon weit kürzer ist. P ist hier eiiio. 
neue Ton p abhängige Scale, uiid dieDependenz dei^ 
selben von ^er Scale p drückt die Formel \ 

P»(n-f i) = (f— •iiJ)^»(ii-f l) ' . i 

aus, das hellst, es ist 



1' 



SIEBENTER JB^S^HNITT. 'i 

Derivative und eombinatorische Mntwiekebing im Pro- -.- 
äucte zweycr oder mehrerer Polytioniien ^ inUsümt '- 
deren Glieder nach den Potenzen eines und dessdien 
Buchstabens geordnet sind* 



104« Ich werde mich über diesen Gegenstand, ta 'i^ 
mit dem vorigen in naher VerbindiuKg stehet^ km bi- 
aen, und will hier nur die einfachsten Reihen anfiihieit 
E^i ist vortheilbaft , wie aixch [no.g5] bemerkt wird, 
diesien Fall besonders abzuhandeln, theils, weil er seht 
oft vorkommt, iheils, weil er der Auflösung dea verwüi* 
{Leitern allgeineinenFilIU zum Grunde liegt und sie er- 
leichtert, 

I« Derivative Entwickelung der*Prod|iet» 

mehrerer Reihen [no. 86 — 93}* 
Sie soll gröfstentheils mit deu eignen Worten ibiea 
Verfassers (in einer htyen Übersetzung) vorgetraga 
werden« ]^an kann sich nicht deutlicher cUrüber e^ 
«klitrenf als es dort geschehen ist. 

I05« Aufgabe. Das Froduct einer beliebigen An- K 
joahl von einander ganz unabhängiger Foljnomien, d^ 
Mn.MteiMfb Potenzen von x geordnet iat« «n «uNT 



': 
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\^ jf, jBx + Cx^ 4- n^^ + etc. 



m eatwiclieln. 



/ s 



Um von dem einfachiten* Fall nmsn&ngen, $vtthm 
nan zuerst das Prodnct von awey Reihen 

(a + *x+rx* + etc) X («4-g;c+7»*+etJC) 

1 der angegebenen Gestalt zu entwickeln* 

X 

Die Multiplicällon bejder Reihen giebt folgende* 
ach Potenzen von x geordnete» Glieder 



«« .+ a S 


K + 07 


«* -f 0« 


«3 


4 i« 




+ «e 


+ etc. 




1 

• 


+ <2a 


p 



D|8 Gesetz der Gröfsen, die hier in die i?otenzen von 
S. miiltipHcirt sind »ist ganz einfach ; der Goefficicnt 
jbdcr unbestimmten Potenz» x^ » Urst fich leibht daraus 
übersehen« 



Um diese Auflösung auf Detirationen zurück zu 
ialuren» bemerke man, dafs i~D.£r,i?~ " s 

I ' 3 

B rr '— » etc.; Bmi.ÄtTzr: ***• • *~ — ^ 

ltc«;.Azia«» welches der Anfang (Ori>iiitf) der 

Derirationen ist» ^nn^Caa^)» C zz • = — , 

I. a 



»3, (a ft) 



, etc. Diese derivativen Ai;sdrück« 



tatt der obigen Buchstaben gesetzt^ geben 



I 
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. C = — — ~ a« - — 4-D.a*DiA4- — .« 
i.a l.j ^ ^ 1.2 

D^. (a«) d3.« . Ö*« D*.Ä L 

1.2.3 1.2.3^ 1.2 ' i*z 



1.2.3 



l^. Lehrsats. Eb leyen a unil « von einander 

unabhängige Gröfsen., so wie ihre derivirten; die 
derivee dvüisii ( 34 ) der Ordnung n des Frodncti at^ 
if t durch folgende Formel .gegeben 

p» (g ft) pf".« ©»-'• « 

I.2..'s I*2.«f ' I.2..IX— -I 4 

4 . .— .JUIC. 

1,2 1.2. .11—2 1.2.3 I.^..l«— 3^ 



1-2.. 1 — 1 I.2..it 

wOt abgeaehen von den Diviaoren i.s.S*..» die Glie- 
der keine andern Zdilencoefficienten « ala die Einheit 
haben. 

r 

X07. Setzt man in dieae Fonnel n-^- 1 'tatt n f 
kommt 

o. 7—- 4* i>* ^ 



I.2..n-|-I I.2..»4-X X»a.«iB 

4- . 1 . 4-etg. 

i.Ä i.2..7t-i . i.ß.3 1.2. -«-2 

H • — -- i .n.tf-)- 

La'-Tz-i 1.2 U2»*n 



Die Vergleichimg Aieaet ¥otmd. mit 
lieDdea 1 giebt folgeuäe I)«ii^%üovi»t^^Ä 



— ; — . m 

l.2..'z-f' f 

Lt der Torherge- 1 



/ 



I 



I 



I 



WD DI& COKBINATOAlSCRk A«ril.T«li 2^1 

Aus d$n gtgeb^nm GlUdmm v6n ^\ fßt 

unabhängige a und k» iS^ GUedp" von 



abzuleUen: j) variire moH in jedem finzelnen GUedä 
llos » odet seine detirie, und nehme davon die fot* 
gende detivee diyi^eeif lasse aber a und seine dervrie$ 
wtvecUndert; 2) in dem einzigen Qliede 9 welches m 
und die höchste derivöe von a enthält^ variire man 
auch noch die derivee von a» und nehme davon die 
folgende deiiy^e diriaee ; lasse aber den Factor a, wie 

er ist 9 unveränderte 

I. ■ - 

Vennittelst dieser J^egel findet man nach und nach» 
genblicklich'» au0 A'^^** ' 
B z±: at -^ ha 

C = «V + */S'+ ca 

D :rz ai -{- by 4. cg 4* J« 

E:=i as +^^ + cr*^' d^ 4* ea 

8.W wie in (105). 

Der Lehraats (lo6) tuid die. ohige Regel sind 
ureicbend, das Prodiict oder jedes beliebige Glied ' 
s Products, jeder wiUkiil]i:Hchen Menge trop Folyno» 
en zu entwickeln; wie aus folgender Anwendung 
F Producte von drey und rier l^ol^^nomien deutlich 
lellen wird. 

io8* Das'Troduct von drey Folynomien 
a + («: + c*^ + 5;^3 + etc 
a + 4flc+ <?«• + dx^ + etc. 

»in^ Reihe von d€r Gestalt ' 

A + Bx +,Cä« + X)*3 + «tc 
entwichela« 



Das Glied ohne^ji^, oder Jzzctaei, ist der Anfax 
/ (,OT^§in^y ^^ Derivadodlieiu Man aeke das JErodi» 

aa>lseme einfache Gröfae p an, ao» dab ^zipd.,lX 
, durch >fvird das Problem an^ das vorhergehende zurnd 

geführt« Demnach ist ( iö6 ) 

( ©■.«. D"*-».« B^Ca«) D*-**a 

1.Ö..II ' . ' I. 2. . 71^1 I. 2 1.2-.»- 






D"-'^<tta) '»"•(««) 



V. 



•4. ctc, A 1 . D.« + 



« 



Die Gröfsen, swiscbei;! den kleinen Farentheaen», in 
hier der Kegel (107) miterworfen. 

Das giebt eine sehr leichte derivative Entwickeloq 
der Glieder nach der Ordnung » imd man ^det angcn 
bUckUch 

+ (ttrf+6H-i*4-bÄ)Ä 
lt. a. w. Ev fällt in die Augen » dafa x«B. tun £ Ton 
abzuleiten » man in D nur die i^ 7, g, « mit a^ /» 7» 
vespective vertauschen « und eine Deiivatibn Von di 
einsigen Ordfse (ai{+6r4*c3H-5tf) tnachen d&rf 
welche % multipUcirt. 

X09. Das Product von vier PolTnomicm 
X 4. «;v ^. Car* 4* ^9fi + etc. 
a + 606 + <Ä* + ^x5 + etc* 
a 4- £ar + tfx* +^«3 + ctc* 
« + 6* + yJt» + *ä3 + etc. 

in einer Reihe von der Gestalt 

^ + JB« 4 C^ 4. 13%^ 4. ft6. 

SU mtwickcUi« 



•^ •«» DIB €0|iBniATOtiica» AiiALytis i^^ 

§ 

Der Aqfang der Derivation ist ^^ss2(ett«« Die* 
n zerfalle man in die bejdeh Factoren 31 4 tf und ccg 
id betrachte Ti^a als eine einfacl^e Greise« ao ist« 
ch dem Lehrsats ( io0) 

i 



» man n-CXa^)» — — - (3Caa} etc^ wie TorUer ge« 
igt worden ist» entwidielt. 

Durch Deriratiön findet man die Co^fißdienten der 
Cifessiven Glieder der Reihe > wie folget ; 

B = 3(aa.8^[3(ft«B + r.(3ra}.a3« 

+{ao + ©c + «b + S)o> Ä j • 

a. w« Mit gehöriger Aufmerksamkeit au£ die £in^ 
ammerungen (^ewbottemcns') fährt man mit grdCitet 
licbtigkeit so weit fort als man wilL ^ 

i 

HO- Zerlegte man Tiaaet in die beiden faetoren 
I tmiäet^ so fiinde mian durch Deriyation folgende» 
)d der Form nach ron der irorheqcehenden verschic« 
nf » Entwickelung 



* * 



IIT. Man kann Saas anf dreyerlej ArtinFieto- 
ren abtbeUen: näxniicli \ 

'^ ' — t ■ ■ ■ I ■ ■■■ T* ■ ■ ■* ■ ■ II.. I «— p ■ ■ ■ 1 1 - M| , . 

"^ ^ i«a.«7i X.S..7S X.9..II "' 

= Äaa ^+ö-(Äa«). :: 

I.2..W j.a..7i-x 



— • ^et&rt- -:• 

X.a I.2.-W — 2 1.2*.» 



I.2.-W ^ 1. 2..»— I 

1, , •4-^tc.+ ,as 

' 1.2 1.2..W — 2 i.2,,n 

2=^ «♦ • <• IT" + D. a -^ 

^ 1.2 I.a..W — 2 ^ -1.2.. 71 

112« Nichts ist leichter, als jedes verlangte Glied 
unabhängig toa den rorhergehenden, durch Derivadioi 
au entwickeln. 

ExempeU Man verlangt du 5^ Glied de» Prodnd 
der PolynöBuen 



3t + <& + € + eta , a +.§ + € + ttCg 

€1 -f & 4- ^ + «t^ f « + S" + V + ctci 

leiridt yf!r:2laaa» derAofatig der Derivation; JUi 

D^*3[atfA 

• Glied wird durch ■ bexeichneti 

1.3. 3* 4 



Eine erste EntwidMlnng giebt 



* - * 

+ •.. — 1* — d^^f^. — ^ < ,a 

^ I.A. 3 * i.^d-3*4 

qA nun calcuürt tmd derlvlrt man di<6 Entwickelnngen 

oa A(3(«Ä)f * " f u.t.w. ohne Schwierig« 

ät hinter einander» wie folget 



^IfclMl« "■■ 



> findet auui fdr ^^ , gans entwickelt» 

+ O^ + ©« + €6 + ©«) ö J 






113» Aus den generellen Formeln (io6f 107^ läüil 
iich noch nachstehende Kegel folgern, um eine dirivii 
divisee aus der dmvAe divisie der zunächst hohem Ord- 
nung abzuleiten: 

Um von der gegebenen Entwickelung von — 7— - 

{■«••ff 

auf- die von ' herabzusteigen 9 werfe mm \ 

das Glied wegf woriim a mit der höchsten dfriree £- i 
visee von a multipUcirt ist t und vertausche in den ] 
übrigen Gliedern jede derivifie divisee von »^ mÜier / 
zugehörigen derivcc divisee invers.e. (73«"p-fi43)« .; 

Diese Regel gehörig ausgedehnt, erstreckt tidisof i 
die derivees eines Products von jeder willkuhrliclien j^ 
Anzahl polynomischer Factoren; wie man finden wii4 '^ 
wenn man sie auf die Fälle (iu8t 109) anwendet undbe- -^ 
merkt, wie jede der Gröfsen ^, £, C, ZI, « '• , m» | 
der unmittelbar folgenden derivirt. J 

So y^eit der Arbogastiscbe Vortrag« Ich gehe mm ^ 
2U den combinatorischen Darstellungen fort; 

IL Combinatorische Entwickejiung der 
Froducte mehrerer Reihen. 

114. Vorerinnerungen, 

T. Zwey, drej, vier oder mehrere Reijien multlpli- 
ciren 9 heifst die möglichen Binionen, Temioijen, Qua* 
ternionen, u,s.^. aus ihren Gliedern aufstellen/ EinA 
gewisse Ordnung dabejr zu beobachten» setze man die 
Glieder einer und derselben Reihe immer in eine und 
dieselbe Stelle der ei^elnen £roducte oder Comple- j 
xionen« 

^. Sollen die Glieder, wie hier erfordert wird (105) 
nach Potenzen einer veifinderlichen Gröfse (sc} fortge- 
hä^^ M jKönnen nur die^cui^ea Productei der Cocffi* 
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I 
I 

clenten def einzelnen Reihen, sn einer und derselben 
Poteua von o& gehören, deren Zahlenwerthe, nach dem 

gemeinschaftlicbeh Zeiger, einerleySumme ausmachen* 

3. Das fuhrt, weil dabey Venvechselui^gent) vorkom* 
men, auf Variationen zu bestimmten Summen» fiirbe- 
itimmto OEleihen. Bezeichnet man nun die Variations* 
classen nach der Ordnung durch grofse lateinische Cur» 
iivfaachstaben , ji , B9 C» Dt . . . M^ setzt den 
Summenexponenten oben linker Hand zur Seite» die 
deihenbuchstaben p» q, r^ j • . . darüber und den 
Zeiger darunter: 00 sind Ausdrucke, wie folgende 

yq pqr pqTi pqrtt... 

lehr Türständlicbe Zeichen. Der Zeiger ist hier nicht 
^ejgeüögt worden; er bezieht sich immer ßul dieCoe& 
icienten der Reihen p, qs r, s, • • ^ • die für be» 
tinunte Fälle bestimmt angegeben werden» 

115* Aufgäbe. Es sind mehrere» nach Potenzen 
ron X geordnete» von .einander unabhängige» Reihen 



9 



t 



^f r» jf • • . 

I s 3 4 • ^^ • « 

Z + ©AT + €x* + ©jr3 J^ etc. == s 

a ^ ^x + ex* + bx^ + etc. = r 
a + Bx + cjt* + dx^ + etc. =: q 
m '^' ßx + yx^ + ix^ + etc. == p 



nit dem überschxiebenen» allen CoefEcienten gemein- 
ichaftUchen Zeiger i» 3» 3» 4 . . . gegeben: man 



.•) Dum, wtnn in eine« C laste» s.B. dsrdritttn» die 
lomplszion ühy yorkommt • so maiien dAxiuu tuch * di« 
[leicimawiigsn .( aus den enten drsy Bnchitaben bestehenden ) 
ihn Teprechielten ücß, tey« tc«, taß, C^«» rorkonmeii» 
reil diste» nach dem gemeinsehaftliehen Zeiger», t&mtUnh vol 
btt «ad dffB0ll>en dfumae gehdna. 



37S V. HlNDEHBUBtt, DER D£BXVA7Z0Vi*CALCÜi; 

▼erlangt das allgemeine Cn-|-i)^ Glied der» gleidh 
falls nach Potenzen von x geordneten» Producte töh 
%wcj 9 idrey , vier . • • m dieser Reihen . von den vcn^ 
hergehenden niedrigem Froducten und Gliedern » wie 
ipan will» abhängig oder unabhängig, darsusteUcn- 



Ii6. Auflösung Diese geben die 
sen nach ciei Reihe ( 114, 3). £s ist nämlich - J 

(Der Zeiger ist hier wie in 115 )• 

Die über die Cla&senzeichen B9 C» 2>» . . • il/ gesdnie* ;' 
benen Reihenbuchsuben p^ ff^ r, s ..• seigen sugleicli I- 
die Stellen der Complezionen an» in die nmi» |^^ 
bejr Entwickelung der Classen, die Coeffidentea ^ 
dieser Reihen zu setzen hat; z.B. hier^ die CoeEGdO^ ^ 
ten aus p in die letzte ; die aus q in die Vorletzte; £• *^ 
aus r in die vorvorletzte tu s. w. Stelle der zusammot- 
gehörigen Complexionen der Classen. Dadurch Kriii 
die (in 1149 I) empfohlene Ordnung beobachtet. |^ 

1 17. Be weis, Dafs für die ( 71 -f i)«" Glieder d« j, 

Producte aus zwej, drc)r, vier« • • • m Reihen immn |, 

9c" kommen müsse r ist fiir sich XUr. Nun fangen die 

Verbindungen der Coefficienten in Beziehung auf den J 

qp 
Zeiger, bey zwcj Reihen qp<von ^Bzzatt^ bay ixef 

rq? 
Reihen rqp von 3C=^aa«9 ^^ ^^ Reih^ xr 

srqp 

von ^D zz. Saaa» be/ m Reihen • • • srqp vea 

«^ilf =3 • • • Stau«» an» undgehen beyihnen dieSum** 
menexponenten der Classen (wie die Potcnzexponentea^* 
von x) nach der Ordnung der natürlichen Zahlen for^ 
Folglii;h gehören für die (w+ i)*««Güeder dcrProdncte 
"^^^cn » die Variationiciakattiu toAt ihren Summefl^ 
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«xponenten und die Potenzen 4:*^, so ziuammen, wie 
in ( 1 16 ) ist angegeben worden. 

XI 8* Setzt man in die ^Ugemeitien (n -{-i)*^ Glie- 
der, nach und nach 71 izzo» i> s, 3.«. so findet man 
Aeser Producte einzelne GUeder nach der Ordnung, 
latailidi 
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qp 
5JBrc3 ^ etc.. 


iqp 

rqp:=^C + 


Tqp 
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iqp 

sCx- 
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»qp 
^C*3 ^ ctc 


Wqp 


irqv 
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•rqp 

«jDx» 
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irqp 

7i>«3 + etc. 
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• ..■rqp 


.^ . «rqp 




...ti^p 
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•••■rqp 



. ..jrj5p=«Ji + '« + »ili;c+ « + *-fl/9c«4.« + 3il^fic3 4. etc. 

Euer gehen m, m-4*i, m-f-^» * * * ^® Sununenexpo« 
lenten der Classen, imd o, i» z . • • die Potenzexpo- 
lenten von x» nach der Ordnung der natürlichen Zah<« 
en fort (ii7)« 

' Xt^. Noch mufs gezeigt werden, wie' die Com-* 
pleiGonen oder die einzelnen Glieder der Classen (ii6* 
Itg) aius den Coefficienten der Reihen p^ q^ r^ s zu 
Am rorgeachriebenen Summen sich zusammen setzen 
llisen. {Nachdem die Darstellung der Glieder einer 
verlafigten Classe , auf andere vorhergegangene Bezie- 
Ikmg hat oder nicht, nachdem wird auch die Au/gab^ 
(115) abhängig oder unabhängig gelöset werden. 

' Ziiförderst will ich eine so genannte independente^ 
ItiflSsung aufstellen, wodurch manfedeverlangteClasso 
jedes verlangte Glied eines Products der Reihen) au»^ 
er ier Ordnung finden liann , ohne von den vorherge* 
lendeil Classen oder Gliedern etwaa zuliennen, oder 
n gebrauciien« . Daraus werden sich» gleichsam von 

* O Wegen iolchev independemea Aofiöiuagon t^fhioM 
la» J&nu Anh. 7 nnd'die.dortiga A&m«iikiiA§^. ^ 
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■etbit, mehrere Dependenien, folglich antb ibhSn^gt 
Auflösungen , ergeben. 

lac. Au%abe. Die Complexiooeu einer beiiebi> 
j|en, auf. die Keiben p, q, r, s ... (115} und den 

dortigen Zeiger bezogenen, Variationselaiae, z. B. 'O, 
Rufiser der Ordnung, nnd von Torbergehenden nsib> 
hangig) zu finden. 

Auflosung. Di« erate gut geordnet« Conähxiin 
der vorgegebenen vierten Clüse Knr Summe 6 it 
offenbar, iaZablen 1II3, in Bucbsuben 21 aa% in« 
dieser Anfang > co mpUviaa 
~ flieläeit aüe übrigen, wie folget: '. 
L Pai hSclute der gege^qiei h 
Elemente, hier y. aua der Reibs \ 
p, setEe nun als einzahlet Diaf j« 
im Winke!, ■ 1, 

n. Diesem hSchtten ElenOM. ^ 
y aetae man den eraten Coefline»' i 
tm ans f vorj-dami Tertauiite 1 
man daa «o eben vtngtuetate Ele- 
ment mit dem nlchat hShenia u' 
daa daneben stehend« «w^jrt« »I 
dem nächst niedrigem, nnd Um i 
Bo fort , bi) daa leUt« Eleve 
wird, ao erhiilt matt die Bmioneq ay, iß, em, U 1 
«weyten Winkel. 

III. Den einzelnen Binionen In II aetze man i0k^ 
•raten Coeßicienten ans r vor. Das gieht die Oi^ 
imng A der Temionen; und daraus findet man weitem 
dnrch VertauBChimg dea vorgesetzten Elements mit 
näcbat hohem , und des leuten mit dem nitcbat nie« 
drigem ('mit Ub^gehung der Complexioneii, die aid) 
auf tt endigen) die Ordnung i, und daraus aaf 
die Art die Ordnung c, und so alle Tenüooen ««Y* % 
^ W' bis ni)i (4«( im dxitUD WinluiL. 
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IV. Eben so' (durch Vorsetsuog des ersten Coc(- 
dienten l^i aus j, vor alle Temionen, und durch gehö*. 
ige Uxntauschung der vorgeschriebenen und der letzten 
Buchstaben, nach III) gebt man zu den Quatemionen 
nd ihren Ordnungen 2( , ^ , C » ftir die verlangte Classe 
3rt; und so auch zu Verbindungen von mehr als viei* 
tuchstaben , für höhere Classen , wenn dergleichen ge- 
ordert werden, 

Bev^eis. Diese Auflösung ist keine andere, ils die 
orlingst bekannte Regel zu Auffindung der Varia tious* 
omplexionen zu bestimmten Summen , nur auf m e h« 
ere Reihen ;e7, 9, r» j . • .. angewendet ( Samml. L 
». IS7; 49« vergl. S. i^i; 24 und S. 186; 47}. Man 
rerfiifaft nämlich so, als ob nur eine Reihe gegeben wä- 
Cf setzt aber für die Buchstaben dieser einen Reihe^ 
lach.nnd nach die gleichnamigen Buchstabender 
erscbiedenen Reihen in die ihnen zugehörigen 
teilen ( 1 16). £in hierher gehöriges Beyspiel für einec 
Leibe»' abet in Zahlen q, i, 3 ist schon (97) da gcs 
reaen. 

lar* Die Winkel, wie hier geschehen , zu ziehen^ 
■i eben nicht nothwendig; wolil aber bequem, und 
v^enNachweisung der Involutionen nützlich« Nämlich ; 
ins der Union y im ersten Winkel, deriviren die Binio- 
ica im zweiten; daraus die Temionen im dritten Win* 
kiel; und daraus. zuletzt die Quatemionen der verlange 
|en Variationsciasse. Vergleicht man die hier (iso) 
|e£bndenen Complexionen mit 4em Werthe von Q 
^ Aebooast (109) » so findet man bey beyden die 
P^nung verschieden. Lieset man aber meipe Complei- 
idonen vorwUrts, von der ersten biß £nr leti&tei^ 
jbier.unter» die Arbogastischen rückwärts, von der 
letzten bis xnr ersten herauf, so zeigt, sich dabej dip 
merkwürdige Erscheinung , dafs beyde Dacstellnngen, 
die meinigc^. von oben herimter, die Ai^bpgastische 
roa unten hetzuf^'inyolatiBti^ wä^ X>m no;^^ 
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' au folgenden beiden Beispielen , durch unmlttelbarfi 
Nebeneinanderstellung der Compiexionen , und Ziebni^j 
der Involutionswinkel noch deutlicher erhelleh. 

las« Au%abe. Den vierten Coefficienten det^ 

Products s$ r» ^f p* oder ^JJ involutoriseh datnn- 
atellen. 

Auflösung. Die erste gut geordne£e Complexioa 
der verlangten Class.e und Summe ist Tlaai. Hier 
kommt also i an die Stelle von y in (i20tl); und wena 
man das dort weit^ angewiesene Verfahren (IlflllylV) 

hierauf anwendet , so erhält man meine Involution C, 

* 

wie solche der Arbogastischen A gegenüber ( im swef* t 
ten Anhange, Tafel IV) involutorisch entwickelt ifL 
Zwischen beyden lieg^ die Zahleninvolution B • ni bc 
liebiger Vergleichung mit meiner Buchstabeninvobtioa 
C. Ich habe da^u die Tafel IV des zweiten Aohiop 
gewählt» weil sieh dort alles bequemer neben einandec 
stellen und mit efaiander vergleichen labt. "Die Ersehe^ 
nung wegen der beyderley Involutionen nach entgegea ^ 
gesetzter Richtung (lai)» wie auch die gezogenen Wia- 
luel nachweisen , ist dort unter den bejden Anordoini' 
gen A.C bemerkt. 

123. Setzt man BeyEntwickelnng der Gömplexioi»- i« 
anstatt sie» wie bcy C» unter einander zu schreiben» sd<' i| 
bige in die figürliche Anordnung D. (a.a.O.} nebet 
imd unter einander, wie ich bereits imiTro. 5[|L 
Fermutt. p. lxxv gethan habe : so ist dieae Da 
bejdes • ' nach AnEangs - und Endbuchstaben 
tmd mehrere,' gemeinschaftliche Factoreti, Zerle| 
und Dependenzen fallen dabey von selbst in die A 
'5o übersieht man z. B. sogleich : 

I. Dafs 

■tqp ivci Mf t*i ns 

W = 3a* + 4C.r + 5CL/9 + ^C.m 



i 

r 
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in SätMf der sich sogleich und ohne Seh wierigkeit» ftit 
de Glasse und jede Summe allgemein ausdrücken iMfst; 
-obey man mit Nutzen meine Distanzexponenten «n* 

I « 5 

'enden, und /9 = a» y=:AE9 iz^», etc. setzen kann« 
^oUte man femer, 

IL Das Froduct srfp, wie es hier in I durch 
rq.p ausgedrückt ist, durch sr.qp ausdrucken, so 
önnte das so. geschehen, wie es (a.a. O,) unter der 
gürliehen Anordnung D angegeben worden. Es ist 
Smlich in combinatorischen Zeichen 

trcQp . tg i£p »^ nr^P >*qp 

^D rr ^B.^B + 3jB. AB + 4^. 3J5 + 9JB. ^B 
>ieseFonnel gibt den Weith von TD bey Arbogast (i to)« 

194. Aufgabe. Den fünften CoefGeienten des 

xoduets srqp, oder^JD, involutorisch darzustellen, 

Auflösung. Die erste, gut geordnete. Complexion 
er Tcrlangten Clas.se und Summe ist Haa^ Hieii steht 
Lso a an der Stelle von y (in 12p, I), und wenn man 
as dort weiter angewiesene Verfahx'en (II,. HI, IV-) hier- 
auf anwendet, so erh.i)t'man .( Zw. Anh* Taf. IV} meine 
nvolution G , der Arbogaatisehen £ gegenüber« Zwi- 
chen beyden liegt die Involution F , wie sie nur für ' 
ihie Reihe p kommen würde, zu beliebiger Verglei* 
Aiung mit meinem G für mehrere Reihen p, ^^r,* >, 
Die- figürliche Anordnung H ist wie im Nov. Syß, Perm. 
UDtv, C. Was übrigens (in 133, I,II) bemerkt wov* 
ist, findet auch hier seine Anwendung. Die derivative 
tnchung dieses Gliedes hat Arbogast ( 112) ais ein 
apiel eines independenten Verfalirens aufgestellt, 
jkach 4er Zerfällung in ( 133, T)- ist 

srq srq irq wq nrq 

Ich habe die Aufgaben (t20« 133, 134) mit Pfeift 
lewiUt und auf einander folgefi U>f «9 1 '«»1 ^eck isqc^^ 
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lutorischea Ging daran sn erlSntem , weil Claasen 
pteigenden Snniraenesrponenten am bestek dazu gt 
net aind. ' 

Hier noch einige Vergleichung der derivativen 
combinatorischen in diesem Abschnitte vorkommen 
Zeichen« 



105. Es ist 



1 



x.a 



1 



d = 



1-2.3 
I i 



pie kleinen 2#ahlen über a sind meine Distanzexpone 



ten , nn4* a =r 



bedeutet also den (»-(-1)' 
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Buchstaben» vom AnEange an» als den eriti 
fesahlt. 



135- Für swejr Reihen qp C115) ist 



qp 



d.(aO = (fl^A')»« = 3iB r: «S 4. »« 
•^(a«} qp 

— --2i = (9^)b3 = 4J5 = ay + *e.+ c« 

■ * • • • 

•7-^:3 = C9P>4 = ^-B = «* + *y + tfC + J 
^ « ^ ^ CS 



t . 






Ir^t3*«n 






» 



Ml) OCX coHBiirATORiacHX Ahai^sxs als 



» ', Z87. Für Attj Eeihen rqp (115) iit 
(aa.«) = (rqp)%i =30 = «B« 

rqp T« xq 

-^^ ^_ (ry^)«j = 5C = ^By + 3JS(! +4jjj| 

s ^ # f f f 

Tq n flqn»! rq a-s vq o 



Mg. För vier Keihen srqp (T15) i^t 

tiqp fvq 
CXaä.ci) =. (srqp)» I = 4iJ 3= 3C» 

irqp ifq fvq 

ti(3laa.a) = (srqp)n2 =: ^JJ z=z SCf+^C» 
C2[aa.a) «qP trq iiq nq 

■ ^ ■ = C^rgp)«3 = <^D =: 3Cr+**Cg+5C« 



1. a 



trq n irqn-i trqn-a trq o 

z=: 3C a 4. 4C « + 5C a +etc» + ° 4^ 3C « 

so auch bey mehr als vier Reihen, für die das 

irtgangBgesets ohne Schwierigkeit in die Augen fällL 

läfst sich alles schon aus dem ganasi einfachen Gesetze 

<126) ableiten, wenn man die «, ßt 7, ) ... bey- 

ihält» wie sie dort stehen, und statt der a, b, c, d •*• 

xq trq 

Classen, B bey drej Reihra r^;;, und C bey vier 
lijien srqpf und so weiter bey mehreren Aeihen» 
idesmal von der xiiedrigsten Summe an, substituirt^ 
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Anch bt» alles durch zwejrte Clatsen augedrftdbj 



*B-*'^*B + 3B.«*'i; + 4B.»ß + ctc. + »♦»A*B 

129. In (120) folgen 
ani der Union yzrz'^A^ im ersten Winkel; 
die Binionen 4B » im zwejten Winkel ; daraus 
die Temionen ^Cf im dritten Winkel; daraus 
die Quatemionen ^D f im vierten Winkel; n. s w. 
wo der Summenexponent. f<ir jede zunächst folgeniie 
Variationsciasse um i höher ist ; gerade so, wie bcj d«s ^ 



Bemerkungen in 18^ 



doitftt 
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tt. •• w. f. 



130. In der Anordnung (i90i 
und im zweyt; Anhang Tst! 
C,F) werden Summen eii 
ner Complexionen « wie sie 
den dortigen Winkeln steh€%j 
involvirt. An ihrer Stelle ii 
volvire man nun die sugel 
gen VariationsdasSen selbst 
ihren Zeichen » von der z«ri 
ten B an (eigentlich kann 
die Involution anfangen» 
weloher Classe man will) 
kommt die invohitorische 
Stellung 9 wie sie hier surS( 
steht; in welcher ich die Wi 
kel mit ihren Fülhuigen , 
mehrerer DeutlichKeitf 
von einander abgerflckt 
Anch tuhcn 
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Laben hier nnr über, den ersten Gliedern , sugleicb ab 
Fachweisnng für die übrigen. Hier ist also 

jqf qp V qp qp 

«C = i|5jB + J4B + c3B + (>*B 

trqp rqp xqp ttff iqp 

W = äöC+555C + €4C+ ©SC' 

er Form nacbmit (i27f laS) vollkommen überein» 
timmend. Hfer sind nän^lich die AnCingsbuchsubcn. 
• (»c^ö; ^(»QfCySD; dort die Endbuchstaben 
9 ß* Y» i mit den Classen verbunden , angegeben» 
irelcbes zu denselben Complexioncn führt» weil 
. ^^ ~ r^. ^ ==: r^ff und eben so s^ri/p zu srq. p zsz srqp* 

X}T. Diese Involution der Classen führt also ge* 
ade SU auf zerlegende Formeln» wie in (i20t I; 126- 
iig} vorkommen. Eben so kann man auch Producta 
on Classen involviren» und dadurch Ausdrücke von 
roducten der Classen aller Art erhalten» wie in (123« 
F; 128.) ^u^ ^0^ ^^ zweyten Classe vorkommen. Ich 
ill mich aber dabej nicht aufhalten» und nur noch des 
tethodi Frodxictorum » wie ich ihn nenne » eines Ver« 
Lhrena » dem ähnlich » was de^ Methodus Potentiarum 
eigt» Erwähnung thun » wovon die Formel mNov* 
^stm. Ferm, p. lxxvi » E, ^ steht» 



JCßTER ABSCHNITT. 

eombinatorische Evolution der PolynomialgröfsM 
ist analytisch » auch sind die comhinatorischen lu" 
votutionen und Deductionen wahre JDerivationen^ 
und zugleich die leichtesten ihrer Art. 



kflSa^ IDafs die Polynomialgröfsen mit tmübertreffli« 
per Leichtigkeit combinatorisch sich darstellen lassen»/, 
^^ijiach dem» was inr Vorhorgehenden ^tu\)«i "Nicf %^j 
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Mracht worden ist, nicht dem geringsten Zweifel ud 
worfen. Sind aber diese Darstellungen aucfa'analjtisi 
Diese Frage hat bereits der Conferensrath Tbtens ' 
neiiit (Sin^. I S.29 3)9 in so fem er die combinat 
achen Operationen in der Anaijsis für fremd ansl 
gibbtaber doch au» man könne sie eben sowohl ni 
die analytischen Methoden au&iehmen , als das Di 
reutiiren und Integriren. Was Frof. Fpaff auf j 
Äusserung „die combinatorischen Operationen se; 
der Analysls fremd.** ^rwiedert hat, darüber kami n 
im Archiv der Mathematik (Heft VII, 8.348) nach 
hen. Auch Frof Arbogast erklärt das bej £nt«sid 
lung und Darstellung der Folynomialgröfseii angefa|n< 
te combina torische Verfahren für moins analytitfue^ 1 
Crrimde» die ihn zu diesem Ausspruch bewogen hab 
atehen nicht an der Stelle, wo er ilm ausdriicUi 
8,ussert [nö. 52] sondern in der Vorrede seines Wer 
[Seite v], wo die derivativen Verfahren mit den .00 
binatorischen verglichen , und die ersten den letxu 
vorgezogen werden. Sie beruhen auf folgendem: 

i) Der Derivationscalcul giebt die Glieder der! 
lynpmialgröfsen durch eine zusammenhfingetide He 
nung, Bucbstabenproducte und ihre numerischen Cc 
ficienten , beyde zusammen auf einmaL In der coa 
natorischen Analjsis hingegen werden diese GrrJi 
stückweise gefunden, zuerst die Litteralproducte , d^ 
die zugehörigen numerischen CoefEcienten (die 1 
aetzungszahlen ). 

Q) Der Derivationscalcul bedarf keiner - zum 1 
aus berechnete^ Combinations tafeln , noch anderert 
Wissermafsen mechanischen, HrilfsmitteL durch Vert 
lung in Fächer, um daduich die Gruppen der Fulj 
mialgrörsen zu formiren. 

3} Die Derivatiönsrechnung leitet durch einen 
•ammenhängenden Calcul eine PolTnomialgrÖfse 
^'^ *"*4dm her , und^ tuUt ü« ^ms reducirt auf; a 



\ 

\ 
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dit solcher Leicihtlglicit » dafs dabey nichts weiter aU 
ie Mühe des Sciiseibens in Anschlag kommt. 

. 133. Darauf ift zu erwiedertf: 

V " '" * ■ . 

x) Was ^den ersten Funct anbetrifft» so mufs ich 

lieh vorläufig auf die ausführliche Erklärung berufen» 

ie ich (Sml. IIi S. 6z» «öj Note k, nnd in den darinn 

itirten Stellen) gegeben habe. Ich halte 1 mit meh« 

cm Analysten, noch inimer dafür» es sey einfacher 

nd leichter , zuerst die Literalproducte darzustellen« 

nd ihnen nachher die numerischen Xüoefiicienten bejr« 

ufügen. Die Aufstellung beyder zusammen , durch 

iine and diefelbe Kegel, theilt schon die Auf- 

lerksamkeit und macht das Gesetz dafür etwas ver- 

dckelter, weil Literalproducte und ihre Versetzung^- 

ahlen ganz verschiedene Elemente sind; die einen auf 

ie Gestalt der Complexioncn., die andern auf ihre 

lenge» Beziehung haben» Es scheint demnach 

esset SU seyn » wenigstens ist es bequemer , diese Ele*- 

lente von einander abgesondert, als mit einander ver« 

ixugt» in Betrachtung zu ziehen. Dafs aber die rein* 

;otnliinatorischen Operationen und Involutionen, durch. 

reiche die Polyjnomialgrdfsen dargeftellt werden , wirk* 

ich- analytisch sind, kann nicht in Zweifel gezogen 

^rden » weil sonst mehrere Arbogastischewß^^/rj [z. B. 

30« 36» 4}» 47] die mit meinen combinatorischenVor« 

^en genau überemstimmen » auch nicht analytiöch 

würden » da sie doch Resultate zusammenhängen- 

ganz unbestritten analytischer Arbeiten sind, 

3) Was die zweyte Aeusserung anbetrifft, so be- 
iht selbige auf der Voraussetzung, als ob die combi* 
tori3che Analysia sokdier zum voraus berechnetet ' 
ibinationstafeln und Vertheilung der Grüfsen in 
ler uuümgängUch n^thlg habe > Tind %\% taOox. ^"cvx^ 
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behren könne« Kelnesweges. Sie entwickelt die 
Formeln und die daiinn enthaltenen combinatorlsclicn 
Ausdrücke sogleich an Ort und Stelle , wo sie ge- 
braucht werden , ohne alle Beyhülfe von Tafeln und 
andern mechanischen Hülfsmitteln. Wenn Combina- 
tionstafeln aufgestellt werden» eo geschieht es blos der 
Bequemlichkeit wegen , auch noch die an sich leichten 
Regehl der Darstellung entbehrlich zu machen» die num 
sonst befolgen müfste. Ueberdies dienen sie znrYer- 
gleichung und Verüicirung des Gefundenen» weil es 
doch möglich ist» bey der Anwendung noch so leichter 
Verfahren sich zu versehen. Die hin und wieder tuf- 
gestellte Vertheilung derGröfsen in Fächer, ist ebenio 
an sich entbehrlich» als es die vorher« berechneten 
Combinationstafeln sind; die Resultate» die man 
braucht» hängen 1^ eines weges davon ab. Aber eine 
solche Vertheilung ist ein vortreffliches Mittel, den ; 

■ . ■ 

Zusammenhang des Ganzen durch eine anschauliche' J 
Darstellung der einzelneu Theilc lind ihrer Verbin« | 
düng unter einander mit einein Blicke zu übersehen.: 
Ein paar fiejspiele werden hier nicht überfiiifsig 
sejn. 




In der ersten Sammlung combinatorisch -analTti«: 
scher Abhandlungen wird (S. 202) eine Tafel der Com^j 
binationen zu unbestimmten Summen 7/, in lexih 
graphischer Ordnung mitgetheilt» welche das Ä}>\i 
tungsgeseu folgender Glieder aus vorhergehende 
deutlich vor Augen legt» und als eine im voraus 
rechnete Tafel, die zusammen gehörigen Comple 
nen, für jeden bestimmten Werth von n, sogleii 
darstellt. Gleichwohl ist eine solche Tafel gar kein 
noth wendige Bedingung der combinatorischen Ei 
Wickelung oder Zusammensetzung der Gröfsen, a 
die sie sich bezieht; wie das Exempel (£beud. S. flgi] 
~ ^tj für welches die dort vprlangten Glieder, ii 
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net Tafel tinabbingig , mit gröfster Leichtigkeit sich 
aden la^ßcn. 

Gleiche ßewandnis hat es mit der (Ebend, S« 204) 
i Fächer eingetheilten Tafel der Combinationen zu 
nbestimmten Summen ?i • nach gut geordneten Com« 
.exionen und Classen; dahin auch die beyden Tafeln 
>4 2Qg» oe, ß)t- gehören. Welche anschauliche Dar- 
ellnng . gewährt hier nicht diese Vertheilung der 
röfsen in Fächer! Man fafst das Gaiize mit seinen 
heilen mit einem Ueberblick. ßey solchen Vorziigeii 
jrfte es wohl wenig auf sich -haben , w enn eine sol- 
le; X^if^l ^i?^ n o t h w e n d ige unenub ehrliche 
i orm für die darinn begriffeAen FäUe enthielte, so^ 
afs sich solche ohne diese Tai^el nicht lösen liefsen. 
ber nein Es wird (Ebend. S. aio» i) ausdriieklich 
inner£ „Obschon hier folgen« le. Complexionen ' und 
5'ächer aus vorhergehenden abgeleitet werden, so 
kann man gleichwohl einzelne Vertical- Horizontal!- 
md Diagonal -Reihen und Fächer, ganz independent ^ 
ron einander^, aufser der Ordnung, leicht schaffen. Das 
jiebt insonderheit die Tafel (S, 298» ß) 1^1*^ und' 
deutlich zu erkennen, weil man die Complexionen 
leätr Classe und Summe unmittelbar darstellea 

' I w 

cann.*' ■' 

i 

■ • / 

Dies ist der Gesichtspunct, aus welchehi man dio 
Dxnbinationstafeln und die Vertheilung der GrÖfsen in 
icher zu betrachten hat. Be;^de sind nützliche aber 
itbehrlichc^ HülfsniitteL Die Darstellung combina- 
rischer Gröfsci) hängt von leichten Regeln ab, durch 
jren Anwendung nnd Befolgung jene Gröfsen erst in 
e Tafeln gekommen sind. 

Dafs übrigens in der combinatorischcn AnalysU 
ip der figürlichen Anordnung der GröbtÄ. 
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vnd ihrer Lage gegen einander häufig Gebrauch ge- 
macht wird, um theils besondere theils allgemeine 
Sätze und Regeln claraus abzuleiten , ist aus unzähligen 
Beyspielen bekannt. Von einer Aritkmetica figurata^ 
einer j^nalysi situs » kommen überall nur Bruchstücke 
vor. Die Combinationslehre und ihre Anwendung auf 
die Analysis fuhrt ganz ungezwomgen darauf. Einige 
scharfsinnige hieher gehörige Bemerkungen Bürmann*« 
in seinem Apfendice sur les Rapports de Situation XQ 
deinem obigen Polynome Combinatoire (S. 117). Was 
endlich' » , 

3) Den letzten Punct anbetrifft » so bleibt hier die 
copibinatorischc Analjsis keines weges hinter dem 
Derivationscalcul zurück. Auch sie leitet durch ein 
zusammenhängendes Verfahren die FolTnomialgrdlseni 
eine aus der andern her, und stellt sie ganz redocirt 
auf; bekannterniarsen mit der Leichtigkeit, dafs rsan | 
dazu nicht mehr Zeit braucht , als man zum Schrdbea 
nöthig hat. 

Die W^ahrheit dieser Behauptung erhellet schoa 
aus' einer; flüchtigen üebersicht des ersten Anhangs s« j 
dieser Abhandlung, in welchem Classen aus ClasseoV ^ 
zu einerlej und verschiedenen, steigenden un4.&IIen'j^ 
den, Summenexponeuten abgeleitet werden, sämifitr)« 
lieh in arithmographischer Folge. Beispiele der cbea 
so einfachen lexicographischen Anordnung komm 
auch im zweyten Anhange (Taf. IV) vor. Die 
grofse Leichtigkeit der Verfahren hängt lediglich v 
den rein - combinatorischen Operationen und Invol 
lionen ab, die hier gebraucht werden, und ai' 
blofsem Ansetzen oder Zufügen, Wegnehmen oder A 
sondern. Aus- oder Umtauschen (eine Substituti 
ohne alle Keduction) der vorgegebenen Elemente oJ 
.beruhen. 
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.134« Aus dem ersten Anhange und der Taf<rliy 
i zweyten» ergiebtaich femer ohne Schwierig^^eit, 
fs die combinatorischen Darstellungen der Classen 
s Classen wahre Derivationen sind, die «ich 
f einen gewissen Anfang {Origifu") besiehen. Sp 
gen z. B. (£rst. Anh, 7) aus dem Anfange tj t=z ^A» 
3 iibrigen ClasJsen su derselben 3umme^B» ^C« ^D» 
^, ^F».eine nach der andern, durch ein zusannne^ 
ng^ndes Verfahren, und (Ebend; to» It) aus den^ 
ifange x='A die fplgeudan Classen mit steigenden 
inmen *°B, "C; imgleichen aus dem Anfang« 
=7 A, die Classen «B . ^C , '°D. . . Maq vergleiche 
weyt Anh. Taf. IL no. I und II) 'die dortigen Bey- . 
iele, sämmtlich in arrthmographischer Folge, 
»endaaelbst (no. IV) werden aus der OrAiung^"*""' , 
c übrigen ß^"', /8 " "^ 5, )8 »* — 4, u. s^vr. nach einem 
meinschafclichen Gesetze lexikographisch ge« 
geirt. Die dortige Nö. V ist ein besonderer Fall, 

»—7- 

»• 
13^. Ich habe bereits qben (6) erinnert, dafs, 

mn man meine Derivationen von den Arbogastischen " 

irch einen besondem Namen unterscheiden will , man 

f meinigen combiftätoris c h e • die Arbogastischen 

i^ly tische nennen könnte. Dafs gleichwohl die 

i]|)inatorischen Derivationen auch analytisch sind, 

('33> schon bemerkt worden. Sie haben aber 
::l;i noch andere Anspräche auf diese B^ennung , in 
fern sie involutorisch sind, und mit den Clas«. 
I zu irgend einer Summe (z. B. zur Summe 10) auch 
gleich die Classen aller nächst niedrigem Summen 

8> 7. 6, 5, 4, 3, 2f t deutlich mit vorgelegt 
trden , und letztere aus , ^en erstem sich sogleich 
olviren und deriviren lassen. Eben so verhält es 
ih mit den successiven Werthen der Gr&fe«v (j*. "SS. 
y continuirfichen Brüchen} wo die £xüVv^xtv \iv ^\.v 
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spätem eich involviren , und wiederum aus den letztern 
die erstem sich evolviren lassen, mit einer solchen 
Klarheit und Leichtigkeit, die nur auf involutoriscben 
Wegen möglich ist. Eine solche Übersicht derGrüfsen 
BUS ihren Bestandtheilen verdient ohne Zweifel analj. 
tbch genannt ^u werden. Wenn endlich, wie Pro£ 
ÜLÜcFt nur noch neuerlich bemerkt hat (Smml L S. 49) 
die Analysis überhaupt die Formen der GröfseOf 
nach ihrer Entwickelung und Umwandlua|^ 
sum eigentlichen Gegenstande hat : so gehören gevdb 
die combinatorischen Operationen und Involutipnes J 
vornehmlich dahin, die sich ausschliefslich mitivf- 1 
findung der Gestalten und Formen , so wie mit ilirer ] 
Umwandlung (der arithmographischen in die lexicognh 
phische, der Moivrischen Form in die Bosiivndh 
sehe) beschäftigt; u^s.w^ ' 
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CÖMBINATORI^HE ENT-WICKELUNG * 
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UNO 

' * • . '•■ 

DARSTELLUNG DER COMPLEXIONEN 

; »' ■ V ■: . 

FiJR EINZELNE COniBINATION6CLA9S£N U^D »|£HRERE 

ZUSAMMEN. 



Ich habe zwar in der vorh^rgebendeo Abhandlung als be- 
kannt vorausgesetzt, wie die Gröfsen ^J^ "2^, "C, "X), . . , . 
oder "^, » + *i?, » + «C. " + 3Z>, . . . und andere derglei* 
eben für gegebene Snmmenexponenten und Zeiger, conx- 
binatorisch sich entwic]celn und darstellen lassen; eine 
Voraussetzung , zu welcher ich um so mehr berecjitigt 
wvar , weil darüber bereits in meinen und Anderer «*) 
Schriften häullge u^id ausführliche Anweisungen «rtheilt 
worden sind. Indessen dürfte es doch, gewisser Leser 
^egen , die hier vielleicht eine nähere Belehrung wün- 
schen und erwarten, vornehmlich aber zu unmittelba- 
icr Vergleichung des oben berührten Arbdgastischen de- 
•jvativen Verfahrens [no, 23 — 49] mit meinem combi- 
latorischen, insbesondere aber der derivativen, hier 
[70» 71» 73. > 769 78) aufgestellten Regeln mit den 
uneinigen , nützlich seyn , im Buche selbst etwas davon 

ii)TöFVERs, RoTUEN 8» Prasse N.8« Pfaffs, Klit- 
\T,z.s>» * und neuerlich auch Stahls (Grandrifi Jet Cpmbi* 
lationsleliTe) und Wsinoärtmbrs (LthrbacU. der coiiibinato<* 
itchen Analyaiis^} worinn von combinatOTi sehen Opo« 
ationen und Involutionen eusfahrUch gehnnd^Vx ^«:£t^ 
len iit« 



^96 !• Anhang. Combinatomischs £ntwic]iklun0 

na hgewiescn zu „finden. Das kann aucU upi. 60 eher 
geschehen » weil aus der grofecn Menge combinatori- 
flcher Fntwickelungen und Darstellungen, hier nur ein 
aehr kleiner , aber wichtiger, Theil , zu Erf rilhing jener 
■ Absicht schon hinreicht* Um den Faden der vorstehen- 
de?! Abhandlung nicht zu t)nterbrechen , habe ich ^i 
dahin gehörige in diesen Anhang kurz zusammen ge- 
faCst. Zu besserer Übersicht mag Folgendes dienen« 

I. Es seyen P, O zwey nächste Comblnätionidai- 
een mit Wiederhohmgen ; n, 71 -f- 1 zwey nächste Snm- 
menexponenten dieser Classen » so geben für 

die horizontalen, vcrticalen und diagonalen Verbimiiin* 
gen zu z\^ ey und zwey (vor- und rückwärts^ dieicr 
vier Classcn, folgende Verschiedenheiten: 

ji. Einerley Classen zu verschiedenen Summen. 
Aufg« Aus einer gegebenen Classe und Summeg 

I, Dieselbe Classe zur nächsthöhem Summe 
IT. Dieselbe Clasi»e zur nächstniedrigern Summe 
herzuleiten. I .II • * ' ' 

■ I ■ IIII M I ■■ ^t ■I U I«! iWII >■ ■ ■ 

njp B -f jjp Dp 

B. Verschiedene Classen zu einerley Summe! 
Aufg. Aus einer gegebenen Classe und Summe ; 

III. Die nächsthöhere Classe zu derselben Summe 

IV. Die nächstniedrigere Classe zu derselben Summe 
herzuleiten. III IV 
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C. Verschiedene Clässen zu yerscluedenen 

- Summen. 

Au Fg. Aus einer gegebenen Classe und Summe 
, Die nächsthöhere Classe zur näcbsthöhern Summe 
L Die nächstniedrigere, Glasse zur nächstniedrigtrn 
Summe V VI 



[I. Die nächsthöhere Classe silr nächsthiedrigem Summe 
[ILDie iiäcbstniedrigereCIasse zur näch6th(}hernSumme 
herzuleiten. VII VIII 

n + tp n>J , n + »p 

Von den noch flbrigen Combinationen ist: 
p. n + »r), "(> mit I,II; und » + 'P, '' + *p* ""^'Ptnit 
[I, ly gleichgültig« Diese gehören also nicht weiter 
Jeher. 

Diese Aufgaben « für bestimmte Classen und Sum- 
nen , werden in der Folge , nach der Ordnung der hier 
leygefiigten Zahlen I9 II... VIII, aufgefiihrt werden, 
anforderst noch Folgendes, als nöthige Vorerinnerung: 

% Zu promter Anordnung und Darstellung der-Com« 
plexionen jeder verlangten Combinationsclasse 
nit ihren Ordnungen, ist es -wichtig » das Wenige, 
vas hier folgt , immer in Gedanken und vor Augen 
lU haben« 

"a) Die Buchstaben «, ßy Tf^^«. als Goefficien-^ 
en der Reiht ,' werden auf Zahlen wer the bezogen» ' 

ne«cd«rZ0»ger (^,.,.3,^...; oder (^,,3,3.4..^ 
L. 8« w« nachweiset. 

h) Die Glieder oder Complexionen der Classen 
^f °£» "C, • . . gehören sämtlich zu einer und der- 
elben Summe, n; das heifst, in jeder einzelnen Com- 
4exion dieser Classen müssen dieZahlenwertha detEAft- 
kientet nach demi Zeiger diese Summt a\9J^TDa^0cvtw^ 
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e) Die Claesen z. B. ^D » '^D bestehen aus so rit 
len Complexionen 9 so viel sich aus dem Zeigei* Qü^ 
ternionen ( von Zahlen oder Buchstaben ) mit Wi^ 
dei'bolungen , gut geordnet (^in alphabetischer odfr 
numerischer Folge ) zusammen setzen lassen , imd die 
Summe 9 oder to ausmachen. Eben so für andere Glas- 
«en und Summen, 



. 



d^ Diese Complexionen müssen, nicht blos inib- 
«iclit auf die Elemente jeder einzelnen (c) sondern 
auch unter einander gut geordnet seyn , d. i. als Zabla 
gelesen, wie wachsende Zahlen fortgehen, und 
aufeinander folgen. Das nennt man gut geordD^ 
te Complexionen und Classen.^ 

e) Die Complexionen der Classen lassen sich end- 
lich combinatorisch 

i) von andern \iorh ergehenden oder folgeniea 
(frühem oder spätem) Classen und Summen* abhin- 
gig herleiten; oder 

2) von dergleichen Classen oder Summen unab- 

, h ä n g i g construiren ; indem man dabej von einem fjt- 

wissen Anfange (^Origine^ ausgeht, T-on wielchoi 

alle übrigen Complexionen , die man für eine oder xodi* 

rere Classen sucht, nach uiid nach abfliefsen« 



1 



Die combinatorischen, auf diese Sätse gegründet« 
Vorschriften fi^ die Auflösung der folgenden Aufga] 
sind äusserst leicht« und eben so leicht i$t die Einsii 
in ihre Gründe. 

P 

T.: 

fo 
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änerley Classen zu verschiedenen Summdn (r, A) 

3. Aufgabe. ^JO. , ° + "D wechselseitig von einan« 
er abzuleiten» 

Aß y i »' ? 11 i.,.\. ■ 
itnZZ9,ist • I II , , 



ßßßTl , ßßßf ■ ßßßl, 

ßßr{ ßßvn. ßßv^ 

^ ■ :( 

ßyy /3r?^ ßyy-» 



/3jd(fa 



^^*^ ßßi 

ßßa» 



y T y * 



{ 



yy 8i * - -r-^ 



J Au8?>2> »u deriviren '^1> 

]^ Den letzten Buchstaben jeder Complexlon ( in 
D) yertausche xnan mit dem nächstfQlgendqn de$ AI- 
habets oder IZeigers. 
(Auf ßp^i] folgt p^ß^; «119 jlßY^ folgt pßyjj tt.f.w.)' 

a) In denjenigen Complexionen , in welchen dem 
ttzten Buchstaben, oder einer Dignität desselben , der 
ächstvorhergehende Buchstabe des Alphabets oderisine 
otenz von ihm vorangeht, vertausche man diesen 
uchstabep oder einen Factor seiner Potenz, mit dem 
ächstfolgenden des Alphabets, und scUreibe die so ge- 
tigerte Complexion sogleich nach der, die (i) ge<r 
eben hat. 

(Aus ßp5f folgt j9pii{ (Bacli i) und ßßi8'(nach 2}; tu» 
Pyll folgt ß7Se (nachi) nnd ßb^§ (nach 'l^\ va^v 
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Hier waren nehmlich alle gut geordnete Com- 
ples^onen (Quaternionen) zur verlangten Summe 
(hier lo)« aua den gegebenen zut nächst niedrigem Sum 
me» abzuleiten und in eine gut geordnete .Clasae 
zusammen zu stellen (2, b, c.d\ So läfst sich die Rieh" 
tigkeit der Ardösung (i, fi) geschwind übersehen vki 
rechtfertigen. 

Von einer IVIodi£cation der Regel, und dadurch et-l, 
was veränderten Auflösung von I, öehe man (in g). 

Diese combinatorische Auflösung ist mit da 
derivativen (71) bis auf die numerischen CddS- 
Gienttii» vollkommen übereinstimmend. Man Tor- 
gleiche (72). 

II, Aus ^^n zu deriviten >D / 

1) In jeder Complexion (in '°D) worinn die b«f' 
den letzten Buchstaben verschieden sind, vertniäic 4^ 
man den lezten Buchstaben mit dem nichstvorhergeF 
gehenden des Zeigers oder Alphabets. 
(Aus Pßß^ folgt ßpß>j; ÄUi ßßyn folgt ßßyi; a,s.w.) 

s) Die übrigen Complexionen , die zwej oder 
mehrere gleiche Endbuchstaben enthalten, vhetfP' 
he man, 

( Derglaichen tiii6 hier ßßcf» ßlll, yvü; diese wOrM 
nämlich (oaeh i) Unter schleohtge'ordnete Cs» 
plexionen gebeu). ^ 

Auch diese Regel liefse sich, wie die für I, nach 
( g ) modüiciren , und die Auflösung für II etwas d» 
durch abändern. 

Arbooasi's damit übereinstimmende derivativ 
Regel, in (73) 

4. Über das sehr nützliche Verfahren-, allgemfint] 
Vorschriften an besondem Beyspielen » wie hier ( 3. If 
II ) , nachzuweisen, und was man dabey zu beobacbitf* 
habe; Molyrl' 6 Bemerkung (/>//iR.D/g»-^p*7g. Npt<?) 
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AC* Bernoüili (^rj tfoni. p. 2i)iaagt voh einer com- 
linatorisclien Anordnung, was von allen gilt: Haec 
mnia melius ^xemplis, quam reguUs addijci possunt ; 
lach MoivRE hat man iioch mehr; Kegel und Beyspiel 
jeysammen vereinigt. Begreiflich mufs das Exempei, 
ils besonderer f^all, so gewählt seyn» dafs sich die ein« 
seinen Theil« der Regel deutlich darauf anpassen lassen. 
Loh werde daher auch in der Folge, immer solche Bey* 
•piele* aufstellen. ; - -——• 

Man übersieht leicht, dafs die Anordnung der Com- 
pkxionen und ihre Folge jede andere seyn könnte, als 
hier (in 2) gefordert wird. Wenn man sie nur alle hat. 
Aber die. Bedingung von gnt geordneten Comple- 
scionen und Classen (c,Yr»'i£) ist ein sehr sicheres und 
äusserst bequemes Mittel, kerne Compl^xion zu verfeh- 
len, keine doppelt zu erhalten. Ein anderes, nicht so be: 
quem^s Verfahren , die ™M , «" + 'M, »" + ^M,.. durch 
einander abzuleiten , und auf ^E , '^E , • . . '°E angewen- 
äet (Pfaff Disquis, anaL p. a9>.). Dort sind^ zwar die 
Comp.iexionen , nicht aber die Classen, gut geordnet. 

.Wie man die Complexionen aller Classen aur 
Summe n, aus denen zur Summe n—rl fteriviren kön- 
rie; von Wein^akrtner bequem angeordnet (Lehrb. 
cler combin. Anal. I. 29. S. 190» 131 ). Das Verfahren 
läfst sich leicht iimkeÜren, um von tj auf n— •! zh 
leriviren. - 
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* * 

Verschiedene Classen zu einerley Summe (t, 

5. Aufgabe. '^C^ ^D wechselseitig von cinai 
«hsüleften« ^ ^ 
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IIL Aus "C za derivircn "D 

l) Jeder Coraplexion der gegebenen Classc (*- 
mit Übergehung derer, die am Ende zwey oder m 
gleiche Elemente habe», setze man ß vor, i 
vertausche den letzten Buchstaben der Complexion 1 
dem nächstvorhergebenden des Zeigers. Die§ giebc 1 
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vdtß wlsingend^ Complexionen ( die Ordnung ß) der 
an dcrivirendcn Classe ("D). / 

(Die Pnncte neben yy^ and;«f a in <^C weilen nech, dife 
^ete Glie4er keine Compleidopeil in > ^D geben.) 

2) In den so gefundenen Complexionen der Ord- 
nung ß (mit Übergebung derjenigen Complexionen, 
Svelcbe ei^tweder zwey oder mebr g 1 e i c b e A nf a n g s«» 
oder zwey oder mebr gleiche Endeleraeiite, ein^ 
oder beides zusammen, baben) verlauscbe man den 
ersteh Buc*rstaben jeder Complexion mit dem näcbst- 
iolgenden» den letzten bingesen mit dem näcbstvor- 
Sbergebendeu 9 des Zeigers (nicbt der Complexion). 
So crbäU man die mit y anfangenden Complexipii.en 
<die Ordnung y) derselben Classe ("D) 

(Au» 1^775 folgt Yvy»».; '*«• ßy^^ ^o'g* yy^i» 

ansßY«^ fofgt YYie; aus'ß^S^ folgt 7S Sf ; 
Nor daraus lassen sich gut geoxilnete Complexionen folgern.) 

3) Eben so dcrivirt man die Ordnung (J aus der Ord- 
nang y, wenn man die Vorschrift (2) auf die Ordnung 
^, wie vorher auf /3, anwendet, und eben so die zu- 
gehörigen Anfangs - und Endbuchstaben der umzuwaii- 
ilelnden Complexionen vertauscht Und so für die übri* 
gen Ordnungen, sq viel deren die zu derivirende Classe 
Enthält« bis man (a) nicht weiter anwenden kann. 

(Aus 7^ ^8 folgt 2^55, die einzige Complexion der Ord- 
nung h und zugleich die letzte der Clatse '^D) 

Anmerkung. Wenn man deti Complexionen in "C, 

i vorsetzt (III, i ), und nachher (III, 2) ß mit 7, und 

HI, 3) 7 mit J, u*s. w vertauscht, ohne weiter et- 

k^as zu ändern, so erhSlt man dadurch ^ lauter zu ^^D 

1 

»licht zu "jD) gehörige Complexionen; wo also Jene 
rst auf diese, durch (3,1!) oder [no. 06], zu reduci- 
ejn wären. Durch das, was ich hier (in i, 2) von 
^ertauschung des letzten Buchstabens jener Complexio- 
nen mit dem nächst vorhergebenden, gesagt habe, wird 
B<)e Nacbwiiining entb«h(Ucli gemacht« £« U\.\>«^^t.xfiL 
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iü der Auflösung alles , wds zn vollkommner Darstd^ 
lung der Complexionen gehört, beysaxnmen eu haba^ 
vvenn sich das so in der Kürze » wie hier uiid zunüchit 
in (IV)f abthun läftft; es ist aber auch nützlich , die : 
Beziehung der Aufgaben und ihre Pependenztsn voa 
einander zu kennen. Und so begreift man ohne Schwie- 
riglteit : <) \f^her in dem Arbogastischen Vortrage der 
Regel (7g» II, III» IV) die Berufung auf [no. 36] beni 
rührt, die bey mir nicht vorkommt 2) wie und war- 
um die dortigen ( I , II ) hier (in i ) sich haben sn- 
sammen ziehen lassen 3) dafs jene derivatlFe 
Regel (78) ^' meiner (Sml. I. S. 1^3, 1^4 zuerst ?or' 
getragenen) hiesigen comb Ina torischen Vdr« 
, achrift , ganz vollkommen übcieinstimme und identisch 
eey ; das abgerechnet , versteht sich , was in jener Re* 
gel die Bestimmung der numerischen Coefüciesteo ^n- 
betrift, die ich .mit gutem Vorbedacht besondcn be- | 
trachte. ' ^ 

. , IV. Aus "13 ^u deriviren "C 

x) Von allen Complexionen der (ersten) Ordnung 
ß der gegebenen Classc (**ö) schneide man das Vor- 
derste ß durch einen Scnkstricli , oder auf andere Art, 
ab , und vertausche den letzten Buchstaben der so g^ 
kürzten Complexionen mit dem nächstfolgenden dei 
Zeigers. 
(Aui ßpßK folgt ßßA.; aus ßß^(? folgt p^ij; n.s.w.) 
2) In denjenigen Complexionen, in welchen 
letzte Buchstabe (einzeln oder wiederholt) den näc 
vorhergehenden des Zeigers ( '>iizeln oder wicderh 
zum Vorgänger hat , wird auch dieser vorletzte Bu 
Stabe in den nächstfolgenden dei Zeigers verwand 
und die so veränderte Coniplexion gleich nach der 
setzt , die ( 1 ) gegeben bat« 

(Auf Py%i folgt Y8t) (auf t; und y^^ (sus 2) 
aui ßl%t folgt "^i 4 (auf 1) und etB (aus 2) 

wit »ach die Pancte in bejden F&Uan nach 
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AnTMrkung. Das Abschncicjen der ^ in ( i ) gicbt 
iter zu ^^C (nicht zu ^*D) gehörige Gomplexionen* 
iher eben die Vertäuschung der lezteu ( i )- zu v^ eilen 
cji der vörlezten (2) Buchstaben der so gekürzten 
»mpleixionen mit dem nächstfolgenden , in der Regel 
bst bemerkt; wogegeö AnBuGA«r (76) den Satz 
o. ^' ] hier (^i ) citirt» Und so ist, wieder die d6- 
vative Hegel (76) mit dier.hier gegebenen -com- 
natorisch'en Vorsdhrift vollkonunen.übercinstim^ 
md und identisch, * ^ 

V 64 Da auf der Deduction der Ordnungen aus eipan- 

r bey der r-ein -comb inato riechen Darstellung 

yiel, ja fast alles, beruht, eo will ich noch folgende 

Ordnuiig*eu von *^C 
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ie Äe aus einand^er sich deriviren lassen« rieben ein- 
idjcr stellen und als Bey spiel hier vorlegen. In 
, 111, i } würde die Ordnung ß (für 'fD) ^rst ge- 
cht,^ und daraus die übrigen (Ebend. 2, 3)abgelei- 
Wäre» wie zuweilen geschieht und man auch 
tr (in '"^C) annehmen kann, die Ordnung ß\ oder 
ie andere, gegeben, so könnte man die übrigen 
ich nach (9, 3) bestimmen» Die Complexionen in 
n verticalen Cölonnen liegen hier,' zur unmittelbaren 
rgleichung, so neben einander, wie ein^s aus der 
dern in horizontaler Kichtung sich folgerp lafst, 

7, Von den Classen 

»A, "B, ^C, "D, "E..."N 
(füi: oWgen Zeiger) x 

• \i 



/ 



t x««Ane- Co«»»«*''*' ' ^^ von n, 

.1«* *^ n'rn'6 -^^^ *^r'; al» ^*'*"! ^ 

tions-) u«* f :;a daran, ^^e^« J^ ,, Ordnung; - 
ferner AVe *^**8 ,, von allen ^w» „n*bU&ft8'6i 
** der oder folgendet 
derWiten. ,,„ Scbem»» bedürfen 

Folgende ^«^y^«» ^' 
. j^ RtUnternnS- «p ßßßßPP 



/ 
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*F PP^^'^'' „ekebrtederande« 

. t^erWation die ««^B*^; Anf*««»«^;- 
Hlpristiede^^'^Jürbeyde »f* ^^tgebe«. A»*= 
/dltecten). ^^ ^a ßßßß^^,^^ j?) im^v^eyte« 

der C^"^ jjiN im ersten» 

v.lrd an. Q5' parstelU* ; 

FaUe abgeleitet. co«.blnaton;<^ ^^^ ,^,, j 

^nmerU^«?-. J^ „,,^, einander, «*«» „ ^ei- 
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setzt. Frey lieh ist an eine absolute Independenz hier 
nicht zu gedenken. Die Dependend ruht hier a\ifden 
Ordnungen der Classen, und man sieht hier, uYid 
weifs schon sonst aus Erfahmngj dafs- das, was man 
dafür zu merken und ?u thun hat, an Leidhtigkeitf alles 
ühertrifft, w^s man sich Leichtes denkeil mag; und 
so wird denn eine solche CQmbinatorische Dependenz 
dner absoluten Inaependenz bejnahe gleichgültig. 

r I 

t 4 ■ . ■ 

8* Da die Ableitung der Ordnungen aus Ordnungen 
ein so leichtes Gesch. ft ist, dafs man sich schwerlich 
dabey versehen kann: so v\-ird es immer vortheilhaft 
se>h, dia combinatorischen Aufgaben ganz oder zum 
Thell ddrauf zu reduciren. So z.B. wemi man 'X aus 
'^C oder '^C deriviren sollte: so würde man immer 
leichter und geschwinder ( wenigstens im ersten Falle ) 
Bum Zweck gelangen, wenn man die Regeln dafür 
'3, I und 3, JI) nur auf die Darstellung <^er Ordnung 
3 anwendete, und von da ap die übrigen Ordnungen 
von '5 C) von einander derivirte, wie in (6), als 
trenn man jene Regeln bis zu Ende verfolgen wollte. 
10 l::uft auch die Auflösung (5:. HI) auf »ein blofses 
3estlänmen der Ordnung ß (Das. i) und Derivi- 
e n d«r übrigen Ordnungen durch einander (Das, 2, ^ ) 
inaus. Auch die Regel (^, IV) lüfst sich darauf brin« 
en , weim man sie blofs benutzt, die Ordnung ß dar- 
as herzustellen, und dann weiter Ordnungen aus 
Ordnungen ableitet. ' Das lehrt die Wichtigkeit der 
brschrifc (5. III, s» 3)* Eine neue Bestätigung wird 
a»lgendes zeigön^ 
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V. Aus "C zu deriviren "D 

l)- Jeder Complexion der gegebenen Classe (' 
letze man ß vor, so hat man die Ordnung,^ der zu 
rivirenden Classe ( *^D ) 

2) Daraus leite man die Ordnung y, imd da: 
die Ordnung^, u. s. wi ab (5^ III, a^ 3) so lange i 
diese Regel anwendeu kann. < 

Anmerkung. Hiex Wuä. n^Hä^^:!^ ^Vtä Ordnung 
«ucht p vlU^ auft die»et; dW ici\j^^iv^^ , m, v v^. ^»^ ^ 
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;en, abgeleitet; wodurch das ganze Verfahren seht 
einfach und leicht wird (g). . .- 

VI. Aus "D ÄU derivlr^n "C 

. l) Von der Complexion tenr Ordnung ß der gege« 
»enen ,Classe ("D) schneide man durch einen Verti- 
:al5trich die vordersten ^8 ab.. 

• A 

, 2) An diesen Verticalstrich , wo er «ich, neben ^ 
ena lezten ß endigt , siehe man unter die ^ibrigen , arf 
iesena ß liegenden, Buchstaben einen Hoi^izontaUtrich; 
)ie Complexipnen , diff^lieser Winkel fafst, geben zu- 
amxnen die gesuchte Classe (^'G)* 

Anmerkung i. Hatte man in (V) wenig, so hat 
nan hier in (VI) fast gar nichts für die Auflösung ..u 
Fiun, Das ganze Geschäft wird mit »v\ey Strichen ab* 
et^ian 9- die einen Winkel emschüefsen » unct nicht» 
smxi leichter seyn» alt diesen Winkel zu machen« 
3I1 habe ihn mit Fleis auch bey der obigen dritten Co»^ 
>nne; (ftir"C) beybehalten, zur deutlichen Nachwei- 
Ling, dafs ihre Complexion^n dieselbeni sind» die in- 
Lerhalfo des Winkels der zweyten Colonne (für ^=D) 
IlLehen, lind dafs sie aus dieser nur ausgeschnitten 
and ausgehoben sind, , 

r 

Anmerkung 2. Arithmetisch lies ' sich die Aufiö- 
mng (VI) so ausdrücken: Alle Gliöder der Gröfse 
!;"Dn) die/3enthalien (^U + /5^y/... + )3i-^ + /3<J8^) 
dividire man durch ß\ der Quotient. (/8*x+^yi..* 
.• + <f*^ + Js') giebt die Glieder der gesuchten Grcj/^se 
'"C), Jene anschauliche coiiibinatorische Darstellung 
iiit ihren Folgen, ist gleichwohl diesem, zwar kurzen, 
ibcr trocknen arithmetischen Ausdrucke (dergleichen 
jey Arboäast mehrere hin und wiedeif vorkommen) 
«veit überlegen. 



_ i 



r 
t 



^8 L Anhano. Combxnatorische Entv 

Verschiedene Classen zu vershiedei 

<i. C) 

9. Aufgabe. "C, «* + »D wccKacl 
der abauieiten. 

ß y ^ • « • • t 
133 - • • • 7 



c 



Für u = 1 1, itt 


"C 


ßß» 


ßfi 


ßi9 


ß»v 


ß^i 


yyd 


yiil 


vi 


ii^' 


««• 



"D 



ß\ßß* 



ß 



ß.V 



ß ßi 



ß 
ß 
ß 
ß 
ß 



ß 

ß 



.\ 



y. 



.-eni We 

* 

'langte Gla 
jenen Summ 
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. «hirstellcn* Denl 
IS "E Bich'^D, PG* ' 
^ l\ cvolviren I lassen » t 
man nur TA Cir t als Ai 
glicd QOrigine des 1 
l)' Je4er C '.. icß tiotu") seUBen».nnd dan 
letze man ß tc ^ ~ OrdHiingen von ^B 9 m 
rivirenden CL^^oii ^Ct }fn^ daraus die. von '^D 
X Dara-* ****^ ^°" V^*. Ä*"»^*^**« OrduHng« 
dieOrdnuö^^^'»*)6«'^^**^'*.****®**®'^» ^'^^«°* «^ 
diese Regel*** '9^ "^ entweder gegeben, v 
. ^ * ff » ^ fc- *.,|refünden, wie die üb: 

r« onne w<4ter etwas a 
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''nungen.Xnach 5» III, 



^ S. 18-^, 
nur müfs!» 



.esetzt werden, 
biger Darstellung 

, die Winlücl jedesmal 

>j achtheii vollkommeA 

Je in die Augen fällt» zu 

üch eineClasse ^us deranr 

in dieser Rücksicht nützlich. 

ics Mittel ein^T sogenannten 

ibinatorisch - dependenten, und 

. ) Darstellung ( 7, Anm. ) an di^ 

noch Vorzüge hat. Dort mufsta 

■3 der geforderten Classe zu machen^ 

Classe zu derselben Srnnme vor Au- 

d das hat keine Schwierigkeit, wenn 

n "A, "B, °C . . • nach der Ordnung 

-L aber wenn man eine aufs er der Ord- 

-cht. Freylich mufs man, z. B- hier für "E, 

ji "A, ^B, ^C. '°D nach und inach producireu, 

, auf den ersten Anblick, weitläuftig zu, seyn 

Aber , wie, durch ein Wunderwerk für Aen^ 

erste Erfahrung dieser Art macht» wirkt hier 

olution dahin 9 dafs man zwar alle diese jClasscn» 

e sie einander bestimmen , auf einmal dargesteljLt 

gen hat, dennoch aber für sie nichts weiter hat 

en dürfen, als man ftir die Classe *'£ nothweii« 

schreiben müssen. Nichts darf hier verrückt» 

geändert werden; alle« ist VQlVkomm<eu *tti&cn^i(i^O^ 
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alles anf die einfachste Apri, das heifst, involuto- 
Tisch - combina torisch angeoVdnet. 

So etwas ist durch an thme tische Operationen und 
Hiilfsmittel nicht zu erreichen , ist auch den gewöhnli- 
chen bekannten analytischen Vorträgen gan-«* frcniA 
Dafs aber auch solche Darstelhingen analytisch genannt 
werden können und mit welchem Rechte ich selfaiget 
als analytische Hiilfsmittel unter die übrigen, 
aufgestellt habe» l'tfst sich schon aus dem Wenigen hier 
]angeführten übersehen. ;Ausführlichcr davonCiSSsijN). 
Hier geht man durchgängig bis auf die Elemente, auf 
ihre Anordnung und Verbindung mit einander» SBurtickf 
und benützt die Vortheile, die sich durch die Stcl 
lung derselben ergeben. Auc^i hier, wie in den schö- 
nen Künsten , ist D a r s t c 1 1 u n g- die Hauptsache , der 
letzte und höchste Zweck. Wer ein blofs raecham- 
6ches Verfahren *') darinn zu findjsn glaubte, derirtt*^^ v 
'die ganz einfachen Gründe . übersehen , auf welche ä\c 
aufgeführten Regeln und Vorschriften sich stützen, und 
dafs nur deswegen die involutoriscb - combinalon- 
«chen Darstellungen so analytisch lehrreich sind,' 
und die gesuchte Gröfse mit allen ihren Theilen, und 
.deren Dependenzen von einander , wie man will, gehö- 
rig verbunden und zugleich getrennt, mit .einem Blick' 
übersehen lassen* . \ ■ 

. 13. Arhogist, den sein derivatives Substitutioni 
verfahren auf die combinatorischen Regeln (I — IV) Ici- 

.b) Die gewöhnUchen involntorisch - coinbinatOTitcbai| 
. Darstellungen sind eben so wenig, bloft meciiftnieehe Verfahnii | ff 
als es die ihnen ganz gleichgültigen Derivattonen sind. Oad 
bey jenen oft Winkel gebraacht -v^erdetf < qualtfieirt sie eben K 
wenig dazu ; denn diese Winkel sind nicht nothwendig nai 
mtfn kann «ie ganz entbehren (il). Solche figftrliche iknoi^* 
nungen hingegen f wie Sml. I« 8. 204» log), wo, die Coirple- 
adonen in besondere Fächer zutamsnengeordneC werden, kam 
man eher , wenn man wU( i mechaiiiich nennen. Da7on W 
ftihrlicher < S.* 2S9 -^ i9X V ■' ,'' 
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»9 in die es sich ehdUcli auflöfst, hat von den Re« 
n (V, VI) nichts bemerkt,. die sich au» jenem Vcr- 
ren aach \ibleiten lassen. Eine JDarstellung wie die 
3. ^*E (in 11 J ist recht dazu geeiignet, jede Clasae 
eine Summe niedrigerer Ciasse» uiimitteibar auBzu- 
icken> itind so wäi^ /denn, im obigen Falle, 



t 



"E 



\ I ^ V * . . 6 rJ 

= /94 7A + /33 «B + •ß^9C + ß' '«D +«/3» "E . 

\a 3 4 5 6 7.y 

rr'/S* »A + ^ «B + /3? <C 4.-/3'v«D 4. /ä° «E 

\I2...5 ßj 

m vergleiche (Sml. I. S. igpt 190, 191» 192, 337V 

Hier sind: i) Die Werthe der U , «B , ^C , »^D, 
• (in 13 und n), w«gen~ der verschiedenen Zeiiger 

j und ( '^^ ' I nicht cmerlcy, 

nd;eni verschieden. Man vergleich« (Smh I. & igp, 
p). 2) Der leatere Ausdruck durch ^A, -^B, .^, ^D, 
( dieselben' Classen, A^ip vorhier, aber zu der nie- 
igem, durchaus gleichen» Summe 6* und deip einfa- 
Gin Zeiger von i an) ist der bequemere und gewöhrt- 
h benufete. 3) Dieser bequetnere Ausdruck stimmt 
ch zu der combina torischen allgemeinen Zerlegungs- 
nnel (61, vergl. 66) » durch welche mit den Literal- 
oducten für die Classen :^ugleich die numerischen 
)efficienten gegeben werden. 

? 4^ Wenn eine Ciasse "M auf den Zeiger . r; 

ßy^^^-\ oder (y^i^^^-\ oder (^^'^^-\ 
i»2, 3----^ \2,3, 4.-.-/ V3>4»Sf«--^ 

s. w. bezogen wird, so verlangt -mati Vkx^ C^öto:^^'- 
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sionen, von der' Ordnung f oder ß ttn, also die ganze 
Classe; <)der von der Ordnung 3 oder 7» oder von der 
Ordnung 3 oderV an, u. 8. w.; also nur einen Theil 
dieser Classe. Diesen l^heil defl-^^sse giebt die tavch 
lution (ii} eben so leicht als die ganze Clatse, 

So wäre für "*I> 
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die erste Complexion ' der Ord- 
nung 2 oder y* hier y y y «f, S^§^' 
ben; und daraus« oder vielmelir 
aus 7j::=z^Af als Origihe^ werden die übrigen durch In- 
volution hergeleitet. Was also in (9, V) für-die Ord- ; 
fiung y in '•'D mittelbar (durci Ableitung von der «y 
eten, yS) geschieht, das geschieht hier unmittelbar 
(von der ersten Ordnung unabhängig) durch du gegc^ 
bene Anfangsglied tj» 

So viel von der so 'merkwürdigen Classendanttl- 
lung und Classenbeziehung in ( V, VI}. . 

Verschiedene Classen zu vershiedenen Summen 

.(i»C) • 

i^ Aufgabe. ° + 'D, ■?£ wechselseitig von einin- 
Aer abzuleiten. 
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VII. Aus »,*D zu derivu-en "E 

I ^ 

Aus "D derivi;re m^n ^ 

VIII. Au» "E zu deriviren "D 
Aus "E derivire man 

(:s<7:,J]}-— (1:7) >■, 

16. Hier mufs man immer ,zwcy Derivationen ma- 
cbeii , wodurch die Auflösung etwas weitläiaftiger wird, 
als die vorigen (I — VI ): Wollte man "beyde Deriva- 
tionen in eine Hegel zusammenfassen (wie für 111, IV 
geschehen, und in der Anmerkung , zu (5, III) ist er- 
innert worden), so« würde die RegeJ dafür zu v^rwik- 
kelt werden. Beyde Fälle kommen in der Anwendung 
selten, oder gar nicht vor. Ich . wiQ mich also nicht 
länger dabey aufhalten. Sie sind blos der Verbindung 

wegen , in welcher sie mit den vorhergehenden stehen 

( 1 ) , hier aufgeführt worden. 



17. Ei5 wird (Calc. des Der. Prif. p. V) als ein Vor. 
zng der derivativen Regeln für die Entwickelung derPo- 
lynomwlgröfscn gerühmt, dafs pie mit den Litcralpro- 
ducteh auch zugleich' die zugehörigen Zahlencoefiii^en- 
ten geben. Da aber dadurch i)das combinatorische Ge- 
setz fiir jene Buchstabencomj^lexionen unterbrochen, dad 
Verfahren, durch vorher zu treffende Vorb.ereitunge» 
["<>• 43» 47]» verwickelter gemacht, und die Auf» 
TOCrksamlieit zwischen zwey Gegenstände ver«chiedci- 
ii«r AVt, zwey combinatorisch -verschiedene Elemente,^ 
getheilt wird , 2) die einzelnen Factoteu dw IaSbä«*^, 
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coenLcienien zerstrent vorkommen, auch die Producte 
aus ihnen erst rediicirt werden müasen, 3) die Zahlen- 
coefucienien der LiteralprodTicte aws leichten Rcigeln 
bic't erzeben , diese Coefficienten ganz reducirt vorläu- 
[iß zum Künftigen Gebrauch in Tafeln sich aufstellen^), 
iiiC'irore derselben auch bey wiederholter Anwendung 
( und gerade die am häutigsten vorkommenden) sich 
leicht auswendig behalten lassen: so ist et unstreitig 
voriheilhafter « die beyden von einander verschiedenen 
Elemente, nicht mit einander, sondern eins nach dem 
andern , zu bestinu&en (133)- 

Als Beleg hierzu kann das von Arboqast [^. 40] 
nach [no. 47] ausgeführte Beispiel dienen, welches 
alle zu 

1.2. .8 "^ 1 I. a 1.2.3 

gehör'ge Poljnomialgrcifsen enthült. Die "Combina- 
tionslehre kann auf mehrern Wegen jede dieser Gröf^n, 

z, B. 1 — lJ. = b ^D auf den Zeiger 

1 .2.3.4 ^ 

(' • . . A bezogen, darstellen: 

1^ Findet man» wenn' man etwa alle Classen 
brauchte , imd a ^A» b ^B, . « . hinter einander, aus dem 






c) Hiftbei meine Tafel aller möglicJieti Litaralprodac» 
TOM I, 3» 3 • • • 10 Factofen, bey denen Wiederholangen rfif 
stattet sind, nebst den zugehörigen YersetzuiigsBalilen od« 
FolynomialcoefActenten (Inßn. Dignit, Tab. VI. p. I5S, 169 > 
So leicht auch das Auffinden dieser Zahlen an sich ist/ so 
ist doch das blofte Abscreiben derselben aus jener Ta- 
fel noch leichter« und kann wenlgstenft, "wenn viel Factorea 
Torkommen, ab Prüfung der Tt>rher gefundenen 'Zahlas 






UND DAtldT£il»UN6 PBR COMPLEXlOmST^^tCr 3I7 

nf a n g e / -rz: a ^A nach ( 7 ) entwickelte , auch b ^D 
seiner Ordnung, T * 

5) Läfst sich ^D auch unmittelb'ar darstellen. 

^ Denn weil sich s D in ^C, 
^A ^B SjU zerlegen läfst ( 1 1 ) : ' 

so darf man iiiir ^Arr^ ab 
^B Origine der Classe ^p an? 
7C . nehmen, und (auf eine ähn-r 
I y r y y Mdkt Art, Win 11) daraus 

e Ordnung ^'B, und daraus die Ojrduung ^C, und aus . 
eser die ganze Classe ^D ableiten; und liinterber die 
n^^lnen Complexionen mit den^ugebörigen numeri- 
hen oder Polynomialcöef&cienten versehen«' £n(hich 

8) Weil (62) ^1-1-^ =: Ö^D 3 t<^ + 4D, und'- 

1.2. 3.4 
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t j83 a* A + 435^» 64 B 4. 4€ /j« «4 c + i^ ß" b* D 

\ I fl s 4 y 

i kommt \' 

D 1= 4ß^li' ^ß" Csr« + *»> + 4/3-3?' <J + 11^ 
ie bey Arbog'ast [p, 40]. Diese lezte combinätori- 
:he Zerlegung giebt also » wie gewöhnlich , die Lite- 
Iproducte mit den zugehörigen numevischen, Bino- 
lial - und Polynomial- coeEficienten « zusammen. 

j 

Tg. In diesem Anhange habe • ich , au3 dem so 
eitläuftigen Felde combinatj;nris€her Veränderungen«. 
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3^0 II* Anhang. Einige derivative 

Tafel I. Fortsetzung; 

( B ) Combinatorisch ausgeilrückte Potenzen von p 

p' ZT a'A + A*A*+o3AÄ'» + a4Ax3 +..., + a« + 'Ax» 

/;- ZZ 6»B+. 63B«: + 643*«4. 65B ;c3 -f- ... -J. 6" +^3;^«» 

^3r:c3C +dC3cC[.c5Cx»+c^Cjc3 ^ ... -|« c«» + 3Cx« 

;;4=:ti^D-{-t'Dx + b«DÄr* + ()7D;p3 -!•,.. ^^n + 413 j^n 

... +tiv "»+.'> Mä» 



(C) Vergleichung der einzelnen Coefficienten in (A, ?) 

gegen einandcu^ 

ß ~ pni — a' A.zzt ß' , 
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ZWEYTER ANHANG ♦ 



EINIGE DERIVATIVE 

«HP 

cjombinatorische tafeln, 

Tafel I. 

ivatiT- und combinatorisch - gezeichtiete Polyno* 
mialgröfsen und ihre Bes^eluing auf einander 

( A ) Derivativ ausgedrückte Potenzen von p 

F^ ;8+ £4^ *+ ^^l^.x?+ i:i*3 + . .. 
I X I.. 3 l.i.3 

4- °°-^ L« 

X i.a 1.2.3 

I I.a 1.2.3 ,, 

,, , -J ll. ;ipa 

^1^4=^44. ll. X + — ilx*+- li.X^ + ..^ 

I ' 1.2 I.e. 3 

• f ♦ "j*" . ^ 

, •^ X I.» i,a.3 

• • • "1 • i- j i II ■■ X 

1 .2 . . « 
* l x.a 1.3,3 

• • • "T* ■ ■■ ■■ ■ 
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3^0 \ II- A" rg0GM DCRIVAT1V£ 

\ '1 ^ - /ortsetzung. 

(B) Con. / AjJ^Äedüctionefornieln 

/;3 ±: c3 C 




'f 0) combinatorische (6l» 6a) 

* ''^' HlNDBNBlTRGTSCHK 

m '" + " M 
/"x a 3 4 . . .\ 



<C>' 



+ »g ^ «n - 3 . c» C 
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19 Ol 



Exempel zn (D) 
Für in=:4 und nz=z6f ist 



1/ 



x-2.3-4 



(f 



b4 + dD 




4» /33 . ftö A 
+ ^£ /3' . c^ C 






Dies ist die erste rvoliuion in 7, des zweytcn 
vs-xempj^Is in der fo^ewAew TäIiiY \\.\* A.uf eben ilie 
Äit'Mrerden aucb dle"üW\gjevvY-\o\\x>AO\\eii'\xv i, ^, ^,t, 
.V bis zur lezten gatiT^ Tea.>xc\xx.^iv,\.^W\^\v, >^vs. 
"» der ange£u\iTWn TateVA^uV\xc\v xxv %x%0^x..^v. 
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Tafel i; FortsctÄung. 
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IL Amhang. Einigb dkrivativb 



Tafel L Fortsetzung. 
(D) Identische Reductionsformela 
derivative (5g^ III) combinatorische (6lf 6l) 
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£ X e m p e 1 zu (D) ' 
Für in=:4 und nzzzC^ ist 
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1.2.3*4 1-2 I 

Dies ist die erste Evolniion in 7^ des zwejten 1 
Exemp^ls in der folgenden Tafel III. _jkuf eben die 
Art'werden auch die übrigen Evolutionen in i^ ft^f r,9 
^, bis zur leztcn gan^ TeÄ.uc'\xx.^tv» l^ehandelt; wie " 
Alts der angeEuhrXQU TafeVöi^u\Äd[i *w %t%«\a»w\ix«. 
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Tafel«. 
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VtrScbi^tlene , avithiho graphische und levlkographlscho' 

Darstellungen combina tonscher Beductionen oder D«< ' 

rivationen« die von emem bestimmt^ lAnfaii^« 

COrigine') auageh^ , ' 
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SH. ''* Anbang. Einige osmvATivk 

/ ^ Tafel IL Fortsetzung. 

IV. V. 

• )8»-»[y*, y»«, y**. ys/. ^^. ^"^ 

•i". »J. -iL— 

^n-.o [yS, y3,, y«*». y»,, y*^. /3' ^ 

y«%y<, (r»«,rf^, «y.^'.A] y^ 
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•tC. etc. ' €tCp 
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Man vergleiche , * 

wegen I (3ml. I. S. 187, 188 )^ 
wegen II (SmL I. S. 183. $.42); 
wegen III (Sml. I. S. 133; Srat IL S. 17); 
wegen IV (SmL L S. aoa,, 280, 281 ; Sml. IL S. 17) 
wegen V (Sml. L S. iiJ3; Sml. IL S. 18). 






VVD eOMBlNATOHISCJSEL TAf SLir, ' 3^S 

Tafel m. • 

Zwey. derivativ -^VQlvirte und vollständig reducirte 

Ar6oga8ti8ch£ Be^^spiele. 

(Ä) Erstes Sclvsma. (B) Zweytes Schema» 

(Man se^e die grofse Tafel S. 337.) 



1 . 1 • 

Nachricht wegen Tafel IIL 



». 



tii^se Tafel, die hier , unmittelbar nach Tafel II 
folo;en sollte, läuft zu sehr in die Breite au$, als dafs 
6ie hier hätte Flat2; finden können. Sie ist daher, aü£ 
einem halben Bogen abgedmckt, ganz zu Ende; der 
Schrift, nach S«ite ^j*: , geliefert worden, und kann, 
gehörig zusammen gebrochen, von dem Buchbinder^, 
al^ Seite^337, eingebunden werden. 
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II. AnBAKG, EtKtGE DERiVATITB. 



Tafel IV. . Coef fielen ten d«r 
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Die Arboga5ti8che Darstellung (A) ist auch invo* 
'lutorisch , wie die Winkel nachweisen. ^ Zählt man in 
A und.C die Complexionen nach der Ordnung der Zah- 
len I, 2, 3 . . . 20» von oben herunter^ so itinamen di« 
Comple^ioneir 

1 in C vor Wärtsr; von der Linken nach der Rechten 
20 in A rückwärts ; • • Rechten - • r^ Linken 

2 in C vorwärts, von der Linken nach der Rechten 
19 in A rückwärtf ; - - Rechten - • Linken 

u. s. w. gelesen , vollkommen zusammen« Die WUik^. 
befassen dieselben Buchslaben; nur die. Alphabete sin^ 
verschieden, worauf hey der Involution nichts «0^ 
Jcomrat ('121). Die Anfänge (^Origines') von (A) und 
(C) sind hier ^ und 3. 
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UND DARdTE&l^UNG PKR COMPtEXlOVEI^^tC. %V7 

if a n g e / -=;: a ^A nach ( 7 ) entwickelte , auch 5 ^i} 
seiner Ordnung. . ' . 

V ■ ■ 

a) Läfst ' sicti 5 *D auch Dntnittelb'aT darstellen. 
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Denn weil sich ^D in ^C, 
*B ^k zerlegen läfst ( i r ) : ' 
80 darf man iiur ^A m^ als 
Origine der Classe ^p an? 
nehmen» uiid (auf eine ahn- 
} r y y y Uch^ Art, wie in 1 1) daraus 

; Ordnung ^'B, und daraus die O^rduung '^C, und aus . 
»ser die ganze Classe ^D ableiten; und liinterber die 
iz^lnen Complexionen mit den zugehörigen numeri- 
lien oder Pol^^nomialcoefficienten versehen.' Endlich 

8) Weil ^62) ^-^ =: t)*D 3 5* + '»D, nnd- 

1.2.3.4 
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le bey Arbogast [p. 40]. Diese lezte combinätori- 
he Zerlegung giebt also 9 wie gewöhnlich , die Lite- 
Iproducte mit den zugehörigen numerischen, Bino* 
iaU und Poljnomial-coefüci^nten, zusammen. 

ipg. In diesem Anhange habe -ich, aus dem so 
eitläuftigen Felde . combinatorischer Veränderuiigeniit 
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Tafel IV. Coefficientcii d^r 
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Was (S. 3^o) von den Complexionen , l in C und 
QO in A; vo 2 in C und 19 in A; u. s. w. erinnert wor- 
den ist, gilt hier, von i in G und J5 in-E; von 2 niG 
und 3^ in E-, u, 8; w. Die Anfänge (Orisines) von (E) 
und v^G) aiud biet ^ "oxvCl %• 
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rodncte mehrerer Reihen. s 

ucts der Reihen f, q, f , •, das idt *D (124) 
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3go IL Anhavg. EmiGE pKRivArnrie 

Tafel IV. Fortsetzung. 

Coefficienten von Producten gegebener Reihen , durch 
\ ^iUküIirliche Producte der einzelnen ausgedrückt ' 

Für pqrstuvwxy ~ p.qr.stu.vwxy 
liämen folgende Reiben ( ilg) mit den überschriebenen 
ZeigerzaMen 

\ I 3 3 4 . . . ••• 

a -|. /3 X + y ** + i 9c^ '\' etc. ==, M 

xq xq ' rq iq 

^B + 3fi X + 4B A?« + "i» ;r3 + «;tc. = N 

JX\% litt UCt litt 

3C + 4C X + 5C Af« + <>C x3 + etc. = Ö 

yx-WT yxwT yxwT yxwT 
4D + 5D ;r + <^D ;tf* + ^D x3 + etc. == P 

Die Reiben N, O, P sind von denen in (115) blos 
durch die Coefficienten verschieden , so , dafs statt der 
dortigen einzelnen Buchstaben 9 liier ganze Classen 
Stehen, die also auch bey Formirung des Products 
M N O F , statt jener einfachen Buchstaben zu setzen 
' aind. ^ . 

' Das führt auf Producte von Classen und ihre In- 
volution» wovon bereits in (131) beyläufig Erwäh- 
nung geschehen ist. Auf diesem Wege ergeben sich 
aifch die ^ aus der figürlichen Darstellung abgeleiteten 
Formeln (123» I» II; 124) und andere ähnliche, von 
aller figürlichen Anordnung unabhängig. - pie combi- 
natorischen Veränderungen führen oft auf solche An- 
ordnungen , die nicht selten Veranlassung zu mannich- 
faltigen Beobachiugen über die Zusammensetzung der 
, Gröfscn aus ihren Elementen geben (^tiif. JDign. §. X. 
p* 17» 18» 19 J"^^ )• Die daraus abgeleiteten, beson* 
ders rein - combinatorischcn , Darsteliungeq befolgen 
gewöhnlich die einfachsten und leichtesten Gesetze. 
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DKD COUBINATOBISCHE TA^ET.^'. ^Jl 

iftiing der derivativen tnid romlinatoriitkfn 
{.Ölung 4^r' Frodiicle zu-fy^r oder mehrerer Po- 
lygamien in Xleihcn. 
se läfst sich hier, nach dem, was über j«de, 
n-s (S. 2Ö8 — 275 lind S. 276 — 2H7, und in dte- 
hange Taf.-IV) bei gebracht woiden ist , in der 
Uretellen. Ein einziges BeyspieL wird darzu 
inreichend scyn. leb wSblc hier das Akboga- 
(S.J78): 

Glied dei Proditctt der dorttgtu vier Folyrto- 

ier-.- ' ' -' , unahhänsis von den vorher- 

I -^ß . S ■ ♦ . 
gehenden OUedern xu entwickeln, 

lur^h'«nalyti8che Derivationen. 

n Glied des ProducU dieser Reihen zu ent- 

mats mm die Wertbe von 'Ji^— — 1^ 

1 ■ 3 . . n 

73], von — > — : — -' [108- S. 372], und 
' I . S..tt 

';io6. Si'STo]) ror Augen haben. Die De* 

^inze^64 Buchatahen a, a, ; Z, die hicr- 
omvfien, machen Iietne Schwierigkeit. 

I ■ ■ =s a, dem mten BucbsUben 

' ' ] ; und Go auch hCy den übrigen 
md andern. 



33t IL AüHAifG. Einige »beiyatitC 

(Hast) nxiA Ca) zerlegt. Die« giebt eine erste Ent- 
^ickehing (S. 275). 

H. Durch die Formel für — 1^ ^ — \ werden die 

I • fi . . n 

Derivlrtcn von (2(a.a), die (I) gegeben, weiter in 

Derivirte von (Hü) und (a) zerlegr. Diese geben» 

mit den zugehörigen Derivirten von ( « ) in Ql^» eine 

X w'e 7 1 e Emwickelung ( Ebend. )• 

III. Durch die Formel für ^".(X.tt) werden eben 
ao die Derivirten von (Äfl)» die (II) gegeben, weiter 
in Derivirte von (Ä) und (0) «erlegt. Diese geben, 
mit den zugehörigen Derivirten von (a) und (a) aus 
(II, I), eine dritte Emwickelung ( Ebend. ). 

IV. Die Derivirten in ( DI ) , da sie sämmtlicli ein- 
zelne Buchstaben betreffen , lassen sich' augenblicklich 
auflösen (i ), und, so giebt die vierte Entwickeluiig 
das 60 genannte Deoeloppement reduit in Biuchstaben 
( Ebend. der Werth für A • ^ten ). 

3. Man kann die Aehnlichkcit nicht verkennen, 
die das Verfahren (in fl) mit jenen ersten, zweyten, 
dritten, u. s. w. Ent Wickelungen der Pölynomfialgröfsen 

' hat ; auch lassen sich die Buccessiyen Zerlegungen der 
Glieder von Producten ebeh so in einer Tafel darstel- 

' len, wie die 'der PolynomialgröFsen bey ARBOGüsr 
[p. 20, 21 und hier Taf. III]. N^r giebt es für die 
Glieder der Prodncte weit mehr verschiedene Zerle- 
gung^n, als für die Glieder der Potenzen, wo mehre- 
re gleiche durch numerische Coefiicienten zusammen- 
genommen werden. Den Gang der Sache tabellarisch 
vorzulegen, um solchen mit der eben angef.ihrten Ta- 
fel vergldcben zu könpen, will ich die successive Zer- 
legung einer Derivirten von einer niedrigetn Ord- 

i}ungz. B. I . I ■ : hier nachweisen; auch, zu 

Vej'ki'iizung im Schreiben) öl\^ 'ÜkaVwv'Le.^^Qnenten da- 
hey Äiit einfuhren Qi)* 
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Vetscliifldenc , arithjtiograpliische und lexiliographisclio' 

DaV»telIungen combinatorischei; Deductionen oder De< 

rivationeni die von einem bestimmten lAnfan^« 

(^Origine') aus^b^ih . '_ 
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4. Die lezte reducirte Evolution giebt hi« 
die Glieder , wie sie ifür C ( 1 09 ) stehen , von meiner 
combinatorischen Darstellung (i!^o) blos in der Ord- 
nung, wie sie auf (^'iuander folgen, .verschieden. 
Man sehe die Bemerkungen zu Taf. IV. (S. 326) t ^ö 
zugleich die wechselseitige Beziehung beider Anord- 

^ nungen nachgewiesen worden ist. 

5. Die derivative EnlwicKelung von — — i i^ 

l,a.3.4 

wenn' man sie von vorhergehenden niedrigem 
Derivirten von 2Ca;aa unabhängig darstellen soll, 
wife hier gefordert worden, ist vcrv.ickelt, ob sie schon 
(in'naj von Arbogast f(ir leicht aiisgegeben wird. 
Nämlich die Operationen, , die man äu machen hat, 
sinil nicht schwer» führen aber gleichwohl (wegen der 
als Vorbereitung nöthigen Zerlegungen der gege- 

benen - ■ > ■ <, zu Derivirten von 2(aa und «, und 

1.2.3-4, 
eben so der Derivirten von 5foa zu Derivirten von 2fa 

tmd ä) in Weiläuf tigkeit , wie man (a. a. O. S. 2^^) 
ersahen kann. Hierzu kommt noch die Aufmerksam* 
keit, die man auf die Einschachtelungen (emboiiemens) 
zu verwenden hat, die schon (109) sind empfohlen 
forden, und allerdings zu Verkürzuiig des Vortrags das 
ihrige beitragen. 

1 

B) Durch ganz einfache CombinAtionem 
6. Die cohibinatorische Entwickelüng yon 
1)4, (Za^oc) . ^^^^ jy^ Q ^^^^^ ^^^^^^ gj.^^ ^ ^ ^ ^ j^^^ 

'•«•8-4 

befolgt die (laoj gegebene Regel , diö gart^ allgemein 

für jede Entwickelüng jeder Derivirten gilt. Pur hohe 
Derivirte und viel Buchstaben (d. i. für späte Glie<iet 
von Producten mehrerer Reihen) hat man nämlich die 
Regel nur öfter und weiter anzuwenden , sie bleibt aber 
£rt?XDer m ihren Vorscbaifitiu ^InfjicU und in. der" An wen« 
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duhg leicht. ^ Man hat nur mehr zu schreiben ^ weil 
das Ganze mehr Glieder hat; das Verfahren bleibt aber 
durchaus sich immer gleichförmig. Man hat nichts 
dabey, blos etwa als Vorbereitung zu schreiben , die 
nur dazu diente , die Entwickelung daraus abzuleiten ' * 
( 5 ) ; was^ njan schreibt , gehört unniittelbar zur Sache 
selbst und macht einen Theil. des Ganzen aus. Das , 
Verfahren ist zum Theil stelegia^hisch • und stellt di^ 
Glieder in lexikograpl^ischer Ordnung auf. Die gezo- 
genen Winkel, -bcy diesen involutorischen Anordnunr 
gen , dieneu , aufser der leichtern Ausübuug der Kegel, 
auch noch dazu: einmal, die Unionen, Binionen, 
Ternionen u. «. w.^ der weniger zusammengesezten 
Glieder aus weniger Reihen , als Evolutionen sogleich 
abzusondern unid auszuheben;^ und dann auch, um 
die gemeinschaftlichen Factoreji, die sich hier von 
selbst ergeben, sogleich zu übersehen ^^ wofür (109) 
die Aufmerksamkeit auf die £mhoitemens einpfählen 
worden. 

7. Das combinatorischc Verfahren' in (B.) int. dem 
derivativen in (A) gerade entgegengesezt. Das leztere. 
geht, von mehrbuch^täbigen Dcrivirteu und ibrenZerle- 
gungen , auf die Zerlegungen der successive weniger- 
buchstäbigen Derivirten fort ; das «rstere^sezt ausder zu- 
erst gegebenen Union , die Bionen , aus diesendie Tei;» 
nionen, au0 diesen die Quateniionen^u.s.w. voni immer 
niehrem und mehrern Aeihenbuchstaben , zusammen. 
Man wird keinen Augenblick anstehen, die combi- 
natorisch - synthetische Auf lösung ( B ) , als die 
leichtere, der deriva tiv r analytischc^n (A)vot- 
zuziehen. Vertauscht man in der reducirten Evolution 
der tabellarischen. Vorstellung ( 3 ) die Alphabete a, a* 
0/ 3( mit 31 a a « und liest die so umgefonnten Com- 
plexionen rückwärts von untep. herauf, so hat 
man, aus der derivativen Darstellung der Glieder, ,auf 
einmal die stelegraphisch • lexikograi^bUc\x^ kxvort^vöxv^ 
C 120 und Tai, IV. ). Die UmtauÄcVixiii^ V^^. xi\ä xC<jK\i^v ; 
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s 

wenn die Anfangscompl«xion fwie in iJö) 3( tt a y sejn 
ioll 9 sonst besteht auöb die lezikographisch - combinjh 
torische Darstellung » ohne jene Umtauschung » aber 
für die Anfangscomplexion oc a a € ( Ebend. ) , die man 
eben so gut als 2( a a.y zur Anfangscomplexion für dal 
verlangte Glied hätte nehmen können. 



So lassen sich auch, auf dergleichen Producta 
oder Potenzen der Reihen und ihre Glieder x sich bezie- 
hende, zusammengesetztere derivative Functional- 
Ausdrücke und Sätze [ C di\ des Dei\ p- 46 — 6g; 
78 — 89] durch combinatorische Zeichnung in ihrer 
Entwickclung sehr erleichtern; die Auflösung von 
Aufgaben hingegen, deren Inhalt so ganz offenbar 
conibinatorisch ist, wie die [a. a. O. no. 93] auf ^*- 
rcctcn combinatorischen Wegen zugleich beträcbtUcb 
abkürzen. Die dort angebrachte für merkwürdig an- 
gegebene derivative Bezeichnung führt doch zu Weit- 
läuftigkeitcn , von denen die kurze, der Natur der 
Aufgabe angemessene, combinatorische Behandlung 
nichts weis. Auch wird man, bey etwas verwickelten 
Aufgaben und ihrer derivativen Behandlung, bestätiget 
finden, was ich bey einer and/ern Gelegenheit änder- 
wätts schon erinnert habe^ dals man nämlich bey de- 
rivativen Vorschriften, die man nicht immer aussu- 
üben Veranlassung hat, sehr oft einen grofsen Theil 
. des Vorhergehenden aufmerksam überlesen mufs , ehe 
man mit Sicherheit zur Anwendung auf den vorkom« 
inenden Fall schreiten kann. Mit den combinatori* 
sehen Formen' und Formeln hingegen, deren Einrich- 
tung "und Entwickelung man bald übersieht, und 
wenn man sie vergessen hätte, durch Nachlesung 
weniger Zeilen sich wieder erneuert, ist das nicht 
Her FalL 
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IL ANWAlrG. Einice , berivatit« 

Tafel IV. Coefiicienteli der 
Fünfter Coefficient des Pro- 
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Was (S. 3^o) von den Complexionen , l in C nnd 
QO in A; vo 2 in C und 19 in A; u. s. w. erinnert vrox- 
den ist, gilt hier, von i in G nnd 35 wE; von 2 inö 

vnd j^ in JE; u, s; w. Die Kxvl?av?p\Ori^iu«> von(£; 

^m4 \ G) sind Uier «; uud •• 
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Prodncte mehrerer Reihen. , 
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8. 141» Nme; Z. 3, v, n. ab Zablencolonne» L 2Mtilen- 

coloDnen 

— T^-f, Z. 23, ;4, $t« au- eine, Lauf eine 
Ebend. Z. ^.^^ 35, st. v^rrfchiadencn, l.* verschieden 

S. i53«Z.4, v.u. 8t. combina torischen, 1. combinatorische 
— 154, Z. jij, ft. erleichtert Der ,ocus, 1, erleichtert. Der 

— 159». '^^ ^» V« w- 8*L '2 4 lg 6 • . ., L a, 4» g, i6 . . . 
— 16< j Z. q, v.u. it«';i — 4, 1. n — 4/iind 

-~ 62»Z. «'»dt^i — 4,1?« — 4' 

* "— Ig*!» Z.2f v.u. St. D.Fft«=:D.aE» 1, d.F^.D.» 

— igs», Z..*"', v.u. St. .D^.^</, 1. p-c^« 

»— 187, Z.3, St. I 2.3'» ^ iva^s' 

-^14^0» Z.2» St. i).<P<7, L 0*(p«, 

— 19 J, Z. 10, nach - . - - , fehlt jc ™ - * 

1.2 

— 20f, Z.3, V.U. 8L «'- . ^, 1. «- '.^ 

••^2iQt Z.4, V. u. St. ( '■ * • ' ^ 1 =;= HZ« 1. 

\ I . 2..W -/ {\ .. I 

~2^i,Z.sv.ii.st. ( ,^ ;;,.3, 4.. J^- V 1.5. 3. 4 . . J 

— 23.-,.Z.i2,st. ^ß\[ ^^yl+2ia, 1. 6.yö^[2y^ + 2(Jfi] 

Ebend. Z. 13. st. 4-7''» L +47^^ 

S» 37» ^'- » v.u. st. «, /3, y . . ., l. «» j8, y . . . tf 

Ebend. Z. 20, st, dcrivaiive, 1. derivative 

$• ^39» Z. 4» und S. -760» Z. 2» V. u. sollten' statt der ge- 
radestehenden n, sc. iefliegcndc gesczt 
scyn , dergleichen aber in der Drucke- 
rej nicht vorhanden ^ aren. 

~257, Z. 10, St. ^« + Kx(n+ o; L ^^+8kC«+i) 

Ebend. Z. 15, st. der unendlichen, 1. der endlichen 

S. 273, Z. y, St. D . ( ;l . a , 1. D . ( Äfl a ) 

— -275» Z. 5, v.u. St. "^a l.ha undZ.4,v.u«8t.ab, 1.3(5 

*— '?g4, Z. (4, St. gezahlt, 1. gezählt 

Im Bogen T sind aus Verschen, von Seite 29^ an bis 
mit Seite 304 , die schief stehenden Varia- 
tion sei assenbuchsta ben ,/^,J3, C Z>, £, F. . 
ill,.. P9 O statt der 'jeradesteh enden Combina- 
tionsclassenbuchstaber* A, B, C; D, £, F • • • M • . . F» 
Q gesetzt worden. 
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